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_iZOTROPIK ORTAMLARDAKi ELASTIK YER
DEGISTIRMELER ICIN GREEN FONKSIYON YONTEMI

Tensor Green’s Function for Elastic Displacement

Z. NAZIKOGLU*
0z :

Bu calismada izotropik ortamlardaki elastik yer dedgistirmeler (displacemets) igin

GREEN fonksiyon yontemi sunulmaktadir. Bu ybdntem nokta- kaynak diisiincesinden ha-
reketle gelistirilmistir.

Yéntemin gelistiriimesi elektromagnetik ve dislokasyon teorileri arasindaki benzer-
likten yararlamlarak POISSON denklemine benzer bir ifadenin c¢ikarilmasi ile saglan-
mistir. Boylece fiziksel bir sistemi etkileyen kuvvetlerin her hangi bir dagiliminin olus-
turdugu deformasyon bu yeni gelistiriten ifadenin genel ¢dziiminden saptanabilecek ve
dislokasyon teorisinde nokta-kaynagin yayilmasinin ve igri dislokasyonlarin olustur-
dugu yer degistirmelerin bulunmasinda kullanilabilecektir.

ABSTRACT :

This paper presents a study of the Green's function method for the elastic disp-

lacements in isotropic media. The method derives from the consideration of point
forces.

Because of the general analogy between electromagnetic and dislocation theories,
we attempt to develop an expression like Poisson’'s equation so that the deformation

caused by any distribution of forces can be determined from the general solution of
developed equation.

The application of the tensor Green's function can be found in dislocation theory.

Such applications are (1) point source of expantion (2) displacement caused by curved
disfocation.

GiRiS :

Elastisite teorilerinde ¢ogunluk nokta - kaynzk varsayimindan hareketle sorunlara giigli
cObziim yontemleri getirir. Bu durum o6zellikle dislokasyon teorisinde 6nem kazanir,

Eger bir maddesel noktanin bir nokta-kaynaga gbre davranisi biliniyorsa, o kitleye
etki eden kuvvetlerin her hangi bir dagiliminin olusturdugu deformasyon (sekil bozul-
masi) integrasyon yolu ile kolayca saptanabilir. Sorun, hemen hemen, p yik dagiliminin
olusturdugu- elektrostatik potansiyel V'nin bulunmasi gibidir. Dolayisiyla elastik yer de-
gistirmeler icin c¢ozimler elektrostatikteki GREEN FONKSIYON YONTEMi'nden tiiretil-
mistir. Bunun igin énce elektromagnetik teori ile dislokasyon teorisi arasindaki benzer-
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likten yararlanilarak, elektrostatik durum incelenmis. sonradan matematiksel islem elas-
tisiteye uygulanarak benzer ifadeler tiretilmistir.

ELEKTROSTATIK PROBLEM

Genel olarak verilen bir yik dagihmma iliskin efektrostatik potansiyel fonksiyonun
ya Laplace veya Poisson denkleminin gerekli sinir kosullarimi saglayan ¢dziimierinden

saptandigr bilinir.
-
Elektrostatik potansiyel V(r)'nin gradiyenti, elektrik alan ile, elektrik alanin diver-
—
jansi da yik yogunlugu p (r) ile
- - =
(1) E=-VVin
-

- - p(n
(2} V.E= -

&

(1) ve (2) formillerinde gosterildigi bigimde orantiidir. Ancak (1) denklemi (2) nolu
derklemde yerine konursa

-

plr)

&

i i S e
Vo E=V, [-VVIN]l=

olur.

Eger bu son esitligin iki tarafi 1/4 = ile garpthrsa

{1 — > > 1

l V. [-VVII= -

\ 4 qr 4'77'80

elde edilir. 47 e,=1 oldugu bilindiginden
- - -
(r)

_—
Vo=V VIN]l=p

—
p(r)

veya
- —
(3) ViV Ir)=—4mp(r)

olur ki, bu ifade POISSON denkleminden baskasi degildir. Halbuki Poisson denkleminin
genel ¢odziimii

[N
-> p(r)
(4) V= 5 avVv
]

— —>
dir. Bu ifade fiziksel olarak r deki toplam potansiyelin o (r'}dV’ viklerinin her bir kiciik
[N —>

dV:p[r’}dV'/| r—t’'| katkifarimin toplamindan elde edilir.

—ro daki bir g nokta yik igin

- —_ —>
(5) pl(r)=qs (¥—r)

—_ —>
olarak yazir. Burada §(r'—r ) Dirac delta fonksiyonudur. Ancak Dirac’ delta fonksiyonu
asagidaki ozellige sahiptir:

— > —>
fE) 8 (F—r)dv=Ff(r)

-—é -
burada f(r) her hangi bir fonkiyondur. Bu bézellikten de yararlanilarak, eger (5) nolu
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ifade (4) nolu denklemde yerine konursa nokta - yiikiin olusturdugu potansiyel icin
Green Fonksiyonu

—> q
(6) V(r)= S
lr—r,]
elde edilir.
— — > —
Diger taraftan (3) nolu ifade de p(r)=qs (r'~r)) ve V(r)= S
' r—r,!
ifadeleri yerine konursa
— ) —
ViV =—4ap ()
v ‘—;:-:-4’7qu (r—rO]
lr—r,|
) 1 - -
(7 \Y ‘:::—4‘778 (r—ro)
lr—r,|

elde edilir. Bdylece Green Fonksiyon Yontemi ile, her hangi bir noktadaki potansiyel
(4} nolu ifadenin intergrasyonu ile saptanabilmektedir. Ancak bu integrasyon islemi si-
—>

rekli bir yik dagihmi Gzerine yapilmakta ve her bir yiik elementi p(r) dV’' potansiyele,
>

v noktasina yerlesmis bir nokta yitk gibi katkida bulunmaktadir.

iZOTROPIK ORTAMLARDA ELASTIK YER DEGiSTIRMELER

Onceki bélimde bir yitk dagiiminin olusturdugu elektrostatik potansiyel incelene-
rek, her hangi bir noktadaki potansiyel, Green fonksiyon yontemi ile saptandi. Elektro-
magnetik ve dislokasyon teorileri arasindaki yakin benzerlik aym yontemin elastisiteye
de uygulanmasina olanak vermektedir.

— —

Elastisite probleminde U elastik yer dedistirme, elektrostatik potansiyel V ve F viik
kuvvetleri, yik yogunlugu p yerine kullamlmaktadir. Bu durumda amacimiz (5) nolu
Poisson denklemine benzer bir ifade gelistirerek (6) nolu esitlik gibi bir ifadeden elas-
tik yer degistirmeyi saptamak olacaktir. Ancak bu ifadeleri gelistirmeden once, siras
gelmisken, elastisitede Hooke kanunu ve izotropi kavramina dedinmenin yarari olaca
kantsindayiz.

Uygulamada gdzlenir ki, belli limitler icinde elastik bir kati cisimde olusan strain
dogrudan o kati cisme tatbik edilen stresslerle orantilidir. Bu stress - strain orami ba-
sitce elastisitede Hooke kanunu olarak bilinir ve bu kanunun genellestirilmis sekli séyle
ifade edilir. Bir cismin her hangi bir noktasina etki eden streesin 6 (alti) bileseninden
herbiri o yapida olusan strainin 6 (alt1) bileseninin lineer bir fonksiyonudur.

Bbylece stress-strain baghiligi

(8) ”iizcijkl &1
olarak ifade edilir. Burada o, cisimdeki stressi, ¢, ise ilgili straini gdsterir. C;y, de
elastik katsayilardir. Bu elastik katsaytlar c¢ogunlukla matrix notasyonu ile C,_ olarak
gosterilir ki, burada m ve n'ler indislerdir ve ij ve ki indis giftlerinin yerine kullanilmis-
lardir.

Kati cismin her bir infinitesimal (sonsuz kiiglik) hacim elementi higbir kuvvetin
etkisi altinda degilse (denge konumunda ise}) mekanik olarak denge halinde oldugu
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bilinir. Bu durumda eder igerlek tork (burulma) yoksa, sonsuz kiigiik element iizerinde
net burulma da olmayacak ve dolayisiyla

9) 0 =0;;

olarak ifade edilebilecektir.

Straini incelerken basitge tanimini yapmanin yarart agiktir. Strain, bir birim uzakhk
igi1 bir noktanin yerinin stress sonucu rolatif dedisimi olarak bilinir. Diger bir degisle,
bir noktanin yerinin komsu noktalara gdre degisiminin orijinal nokta ile referans nok-
talar arasindaki uzakliga bolimi strain olarak tanimlanir.

. >
Eger x;, (i=12, veya 3) ortogonal kartezyen koordinatlarda verilmis ve r noktasin-
daki yer degistirme (displacement) U, bilesenlerini igerirse bu durumda strain

17 2y, 2y,
(10) &= 2 aXi + I,

ifadesi ile belirlenir. {9) nolu esitlik ve ¢ ,=¢, Ozelliginden elastik katsayilar igin
dogrudan

(a1 Cl]kI:C]ikl:Ciilkzchk
yaztlir,
(10) ve (11) nolu ifadelerin (8} nolu esitlikte yerlerine konulmasi ile
U,
(12) aii:Cijkl B—XI

ifadesi elde edilir. Halbuki diger taraftan klasik elastisitenin denge denkiemi

Do,

(13— 4F=0

axj !
olarak verilir. Bu denklemde F,, sistemin birim hacm'na etki eden kuvvetin i'inci bile-
senidir ve burada, ayrica sbéz edilmeksizin, belli sayidaki indislerin toplami anlagima-
hdir. Boylece (12) nolu ifade (13) nolu denklemde yerine konuldugunda
2y,

14 —— +F=0

(14 C”“agam
elde edilir. Bir isotropik kati cisim ({elastik davrarusi yone bagh olmayan) s6éz konusu
oldugunda elastik katsayilar ikiye indirgenmis olurki bunlar A (Lame, parametresi) ve
« [(shear moduiil)'dar. Bu islem

(15) Cia=u(838;+8,; 8, +1 8 ;8
belirlenmektedir. Burada §, Kronecker delta

{0 eder 1]
S.= o
L 1 eder i =j

Stress - strain iligskisi bir isotropik kati cisim igin G, -elastik katsayilarini igeren
marix formunda asagidaki bigimde ifade edilir.

Ozelligi tasir.

A2 A A 0 0 0

N A+2u A 0 0 0

C= A A A+2u 0 0 0
0 0 0 " 0 0

0 0 0 0 u 0

0 0 0 0 0 1%

Boylece
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011 =Cy 11+ Cp e+ Crp = (N+2 ) ey + N ey + A g5

02=Cp 1, +Cy e+ Crp eq5=A e+ (N2 ) eyt A g5y

033=C1g €11+ C1g 69, Cyy egg=N £y M e+ (N2 g

02372 Cpy £39= bt £
Biitiin bunlardan, izotropi hali dikkate alinirsa, (15} nolu ifade (14) nolu denkleinde
yerine konursa

32U,
[ul8; 8;+8,8,)+1§; Skl]T—*

i o)

olur. J, k1 indisleri {zerinde toplama ‘isleminin vyapldigi varsayildiginda, yukaridaki
ifadeden :

+F,=0

a2U,
Carpimin ilk terimi k=i, I=j: ,ua—x—i—ax—j
L - - - U,
Carpimin ikinci terimi : =i, k=j: o, %
N o 22U,

Carpimin Gglincli terimi: j=i, k=I: )\W

Burada k her hangi bir degiskendir. Yukardaki terimlerin toplam ifadesi k ve j indisle-
rinin de degisebilirliinden yararlanilarak

2y, 2y 2U,
#[ + -]+ +F=0

ij 3xj axj 0x; ox; 0%,
veya
" 02U, 22U, :
(16) (a+2) Ll +p—t+F=0
Z)x] axi 02 X;

yazihir. (16) nolu ifade vektdér notasyonu kullanilarak

> > > > >
un (N VIV .Uy+ s VZU+F=0
seklinde yazilir.
Bir an icin ozellikle sisteme etki eden kuvvetlerin bir bileseni ile ugrasahm ve son-

—>
radan sonucu genellestirelim. Diger bir deyisle, bir nokta kuvvetin F, & (r), orijinde
etki ettigini varsayalim. Bu durumda denge denklemini inceleyelim :

= > —->

) e (VD +aV2UHF s =0
1
° >

(18) (A u) " (V . U) +5pV2U,=0

2

(Np) ” [_v_).'l_ﬁwbuV?Us:o
3

—_
Bilindigi gibi bir vektér alan U, bir skalar potansiyel & ve bir vektor potansiyel

—
A terimleri ile
- = - —
(19) U=V &+ VxA
> S5 > > - >
seklinde ifade edilebilir. Ayrica bu ifade ((19) nolu ifade) V .U=V . [V @ + ¥ xA]
> > > - —> - =
veya V . U=V . V&+ V.. (V x A) oldugundan

\.__._V_

=0
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- =
(20) vV .U=V2e
olur. Bu esitlik (18 nolu denkleme uygulandiginda
2 [ 36 0A, QA ~»
(A +p) Vie +u + - V2+Fs() =0
ox, L X, X, 0X,
K A A
(A +p) V2 +p 4B y2=0
X, | X, oxy ox,
0 2 A
() Ve +p +—éz——~~‘— V2=0
X, L X, ox, X,

-
burada A, A, ve A, A vekittr potansiyelinin bilesenleridir. Terimlerin yeniden diizen-
lenmesi ve tlrevlerin siralarinin degistiriimesi sonucu

2@ 3A, 2A, -

A +24) V2 +r V2. +F, 8(r)=0

X] aX2 aX3
(21)

xS A 3

M2 V2 V2 TR A Y g
X, X, 9 X,
(X2 A oA

M2 V2 b ave (2 SR g
axg aX‘ aXZ

- 2
Diger taraftan kolayca V2 |r| == oldugu gosterilebilir ki boylece (7) nolu denklem

Ir

— -
122) V2Vt =—87s ()
veya
- vfé

olarak belirlenir.

Bitiin bunlardan sonra yukaridaki ifadelerde yer alan dort (4) bilinmeyen &, A, A,

ve A, (21) nolu ifadede gdsterilen li¢ (3) kismi diferansiyel denklemden saptanabilir.
S

- Vir
Bunun igin r'yi r'mn magnitiidii olarak segelim ve A, =0 olsun. Eger S(r]:—vz-B*;/j
ifade (21) nolu denklemde yerine konursa
0P oA oA 2y
(21-1) CEET L AR 2T e Il B WK A A
%, e X, 0 Xy 8a
veya
[ R JA oA 2r
V2 A+2u) +u EE. 2 ——F1v =0
| 0%, 0X, 0 X, 87
i 0d oA,
(21-2) ve| oz 0 gl - 22|20
9 X, 2%,
[ 2@ 2 A,
(21-3) Vi W24 o Fp—= | =0
0 X, 0 X,

Bilindigi gibi Laplace denkleminin en basit ¢6ziimi bir sabittir : ornegin sifir, bu durum-
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da (21-1) denklemi asagidaki ifadeyi verir.
2¢ oA 9 F
(24) A+2u) +u s A, = ! Vi
ax, 9 x, 9 X, 87
Fakat

02 02r
(25) v 2p= r + 02y

+
9x.2  9x2 ox2,
olarak bilindiginden, (25) nolu esitlik {24) nolu denklemde yerine konursa
o2y 92y 02r 8 0P oA 9
Vir— + + = A+2p) —— 3—~A—2‘
ox2  ox?2  9x? F 9%, 9%, 0 %y

elde edilir. Bu ifadenin iki tarafi terim terim karsilastirildiginda :

. 0P 8a o02r . N
— terimi  —— . (A42p) = verir. Boylece
o x, % F, ax,2
F ar -
(26) b= ! . elde edilir.
8a(A+24) 9x,
. 87 A, 2y
terimden % = olur ve
9%, F, 9 x, 0 x,2
F or
(27) A=t . elde edilir.
87p 9X,
) 8 A, 2r
-—— terimden — © = olur ve
9%, F, 0 Xy %53
F or
(28) Ay=— 1 .
8ap 09X,

boylece bilinmeyenlerin tiimii saptanir. Ayrica bilinmeyenlerin saptanan degerleri kismi
diferansiyel denklemleri de saglamaktadir.

- > - =
Egar (26), (27) ve (28) nolu degerler (19 neclu ifade U=V & + V¥V xA de yerine
konuldugunda

F - Oor F, —~ A~ Or A Or
(29) U= ! Vx| —J—+k
8a(A+2pu) 9x, 87 9 X, 8 x,
~ j i
— > i 3 2
elde edilir. Halbuki V xA= yazilabilir ve buradan
o X, ax, 0%,
dr Or
0 @-—
_ O%y 9%,

<y

~> aAf O Or 9 Or ~ 9 Oor ~ 9 or
xA=1i + i - Rk [——.
3x, 3%, X3 9x, Ix, 0x, ox, 0x,

Bu islemin (29) nolu denkleme uygulanmasi sonucu elastik yer degistirmeler igin
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F, o2 F, o2y 2r

U, = + 4
8m(N+2p) 9x2 Bwpu|dx? Ox?
—ﬂ—’_"}.
Vir— o
ax‘2

yazthir. Burada U'nun altindaki ikinci indis «l» sisteme uygulnan kuvvetin i'inct yonini
belirtmek igin kullamimistir. Boylece

N4p 92r
{30) - U, = V2r— olur. Benzer bigimde j'inci ydnde
8aul A2 0,2
F or F oZr F A o2y
B1) U,= ‘ — veya U= ——| — o
87(A+2p) 9x,0x;, 87 pu0X, 09X, 87y A 209X, 0%,

olarak yazilir. Diger yonlerde de benzer ifadeler yazilabilir.

-
Simdi buldugumuz sonucu bir kaynak - kuvvet F;8(r) igin genellegtirelim : sistemin

orijininde j'inci yonde uygulanan bir birim (F;=1 nokta-kuvvetin meydana getirdigi
~>
U,;{r) yerdegisiminin I'inci bileseni

- 1 A 92
(32) Ui](r) = _ . 8ijv2 _ +p ) r
87 AH2p 0x;0X

—
olarek ifade edilir ki burada U, (r) fonksiyonu elastik yer degistirmeler icin TENSOR
GREEN FONKSiIYONU olarak tanimlanir.

(32) nolu denklem sonsuz bir yapinin bir nokta-kuvvet etkisi altindaki davramsim
vermektedir. Sonlu bir yapi icin de benzer ifade yazilabilir, ancak yiizeydeki sinir kosul-

-
larinin saglanmasi zorunludur. Elastik bir ortamda kuvvetlerin (F;(r}) devamli bir dagr-
Limirun olusturdugu yer degistirmeler

- - - >
(33) OE _[U“.(r—r’) F,(F) dv/

olarak ifade edilir. Goraldigi gibi (33) nolu denklem elektrostatikdeki (4) nolu Poisson
denkieminin genel ¢6ziimiine benzer bir ifadedir.

Tensor Green Fonksiyon yontemi dislokasyon teoride ozellikle nokta-kaynagin ya-

yilmasi ve igri dislokasyonlarin meydana getirdigi yer degistirmeler konularinda uygu-
lanabilir.
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