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EN KUCUK KARELER COZUMLU BiR DENGELEME ISLEM1

tbrahim Aydin*

0z ;-

Her turld fiziki 6l¢gme degeri niceligin gercek degeri ve Ol¢me
hatas1 da denilebilecek keyfi hata degerinin toplamidir. Bu 6l¢cme-
ler dizisindeki bu hatalar, Gauss dagilim fonksiyonundan kalkila-
rak en kiiciik kareler teknigi ile kolaylikla dagitilabilir, Dengeleme
uygulamas: sonugclar: gostermistirki en biylik kapant: hatas1 dl¢-
me aygit1 duyarlihg icindedir.

ABSTRACT

Every kind of physical measurment value is the sum of real
volue of the quantity and random error which may be named
measurment error. These errors in a series of measurments can eas-
ily be distributed by using the least square technique with starting
from the Gauss distribution fonction. Adjustment application

resultshave shown that maximuwm loop error is in the instrument
sensitivity.

1. GIRiS

Genellikle fiziki 6l¢iimler 6lcme hatas1 veya okuma hatasi ola-
rak bilinen hatalar icerirler ve bu yiizden kendilerini belirleyen
matematik modellere uymazlar. Bu hatalarin giderilmesi, dagitil-
masl veya biitiin 6l¢iimlerin en kiiciik hatay: tasimasi, fiziki olay1
daha iyi tanumaya dolayisiyla ondan daha cok yararlanmaya yar-
dimac olur. Konu edilen cdengeleme iglemi yoéntemi, hatalarin dag-
tilmas1 icin en basit ve hizli1 ¢alisan bir yéntemdir. Uygulamasi

verilen bir gravite probleminde sonu¢ hata, alet duyarhihf icin-
de kalmaktadir,

(*) M.T.A. Enstitlisti Jeofizik Dairesi/ ANKARA



2. GENEL TEORIK BILGILER

2.1. Hatalar:

Ol¢me hatalarini i¢ gurupta toplayabiliriz.

Kaba (Gross) Hatalar: Olcrae, okuma veya yazma yanlislikla-

ridirlar, Olcmenin veya okumanin 0zenle yinelenmesi ile sapta-
nabilirler,

Sistematik Hatalar: Bu gurup hatalarin gene] karekteristigi
bir kurala bagli oluslari, diizenlilik gostermeleri ve Olgmelerin yi’-
nelenmesi ile. saptanamaz oluglaridir. Genellikle aletin yapim ha-
tasindan, kalibrasyon hatasindan veyva aleti etkileyen ozel kosui-
lardan ileri gelirler. Istatistikse] ve Dengeleme islemlerinde bu tip
hatalarin 6lcit degerleri lizerinde bir e:kisinin olmamas: istenir,

Keyfi (Random) Hatalar : Isfatistik analizin en 6nemli konu-
sunu olustururlar. Magnitiid ve cebrik isaretleri sabit degildir.
Genellikle alet duyarhiliginin ve okuma kabiliyetimizin simirh ol-
masindan ileri gelirler.

2.2. Cok boyutlu Normal (Gauss) Dagilim Fonksiyonu :

istatistikte normal dagilimhi nicelikler icin cok boyutlu nor-
mal dagilim fonksiyonu,

?
v

‘P(xt'”““xn):- —-*...lé;’;’)‘lé ~exp -'."_.m{r.ﬂj;:.lsx) @1

§ekliride verilir,
Olgiilen nicelikler (X;), fonksiyonunun degiskenleridir.
. Vektér matrix seklinde gosterimi,

; | \Cn

transpose gekli ise



55
XD = (X X,) olacektir,

X; degerleri 6l¢lim degerleri olup bir hata igerirler. Her bir ni-

celigin, é)igﬁlfnesi istenen asil degeri % (expectation) icinde vek-
16r matrix gosterimi

(%) =E(e) =

WKre s KXY

n
olacaktir,

Niceliklerin Olc¢iilen ve Olc¢lilmesi istenen asil degerleri arasin-
daki farklar icinde vektér matrix transpose sekli ‘

¥,
(@ax)=(%-%)=

olarak gosterilebilir,

Olclilmesi beklenen veya dengeleme islemi ile bulunan asil
deger, o niceligin kesinkes hatasiz gercek degeri olmayacaktir. An-
cak asil deger gercek degere en yakin degerdir ve 6l¢ii degerinin
bu degerden farki olan AX, goriinen hata veya diizeltme miktam
olarak tanimlanabilir,

Variance - Covariance o,, genel gosterimi
o

G;(x =

L an,""""xnxn

seklinde yazilabilir.
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Daha idealize edilmis sekli ise variance

G;.X(zg;f = E(%~ x,)z) =E(AK)=Eax. AX) = AXpDOK,

covariance

Wx.xzz E(()?.—X,) (Xo~ K,_)) =E (&X, Ax,_) = AX, A-x-z

‘olarak. tanmlanabilic. Dahs kisa bir gosterim.

Qxx = £(ax ax7)
geklinde. olacaktin

(2.2)

(2.3)

Yukaridaki tdealize edilmis gekli ile hatalarin (AX) c¢ok kii¢iik

oldugu, standart hata seklinde yorumlanabilecegi ve X degerleri-
nin gergek deger seklinde oldugu varsayimlarindan gidildigi anla-

silabilir,

Variance - Covariance matrixinin her bir elementi «Variance
faktorii» denilen bir sabitle béliinerek «Agirlik Katsayilari Matri-

xi» elde edilir.

\
|
xx=— Qux =
g &

'G.X‘K, Qx, Xn
2 G:"
Sink, .. Sraxo

q? qQ*?

(2.4)

Agirhik katsayilarin matrixi, variance faktoriiniin bilinmeme-
si halinde bile dengeleme islemlerinde kullanilabileceginden daha
¢or tercih edilir. «Agirlik Matrix»i de
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«agirlik katsayilari matrixinin inversi olacagindan

> 2 -\ , :
gx& =Q .Qxx (2.5)
seklinde yazilir,

Hemen belirtelimki variance faktdri tamamen keyfi bir de-
gerdir, Variance - covariance matrixinin degerini degistirmez. Her
lic matrixde variance - covariance, agirlik katsayilari ve Agirlik
matrixi daima simetriktir,

2.3. Uretilen Nicelikler :

Genellikle O6l¢gmeler bir matematik iligki fonksiyonunda kullz-
nilarak, bir bagka nicelik icin deger ilretilir.

)2 Grom) Fmdem

Biyle matematik fonksiyonlarda iiretilen nicelikler m tane ise
bunu bir vektdér matrik olarak goésterebiliriz.

-;(, ' -hsyl(x,.......xﬂ) -
()= |=]:
Ym Qm(x.--“---)(n)

Transposu (y%) bilindigi seklinde yazilabilir.

Matematik fonksiyonca kullanilan niceliklerin 6l¢me deger-
leri stochastic (frekans dagilim ozelligine sahip) oldugundan bu
degerlerden iiretilen degerde stochastic olacaktir. Bu nedenle {ire-
tilen degerlerde Normal Dagilir. fonksiyonu ile temsil edilebilir-
ler. Normal Dagilim fonksiyonundan faydalanarak fiiretilen nice-
liklerin frekans dagilim ¢zellikleri aragtirilabilir,



Uretilen nicelikler cinsinden Normal Dagilim fonksiyonu ise, -

-
fe )= LB e (75 - 0-9) 25)

seklinde yazilabilir.

Aranan parametreler

g

= E(y), asil deger (veya diizeltilmis-dengelenmis deger)

gy, Uretilen degerler igin variance-covariance.

Matematik iligki fonksiyonu lineer ise

‘y' L".‘OQA=-~--}L.L"1 %l -L?
=3 S EERERE @7)
i Um ™t "* = Umpd LXp tm
)
seklinde, kisa bir gosterimle
y) = ux; + uw° . 2.8y

1°, sabitler

vazilabilir

Ayni iligki asil degerler cinsinden

v, = u;(j + uw 2.9)
olarak yazilacaktir.

(2.8) ve (2.9) esitliklerinin bir birinden cikariimas: ile
3;—-—y =ux—ux =u (;t——x)

y—Y = Ay

X—X = AX

oldugundan
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Ay = u AX (2.10)

bulunur.

Son bulan (2.10) esitligine Hata Dagilim Kurali Esitligi denir.

Diger bir aradigimiz parametre iiretilen degerler icin variance-
covariance o,, dir,

Matemetik iliski fonksiyonunck gidecek
Y= U Xy b Uy Xy - - UnXndu,  yezip hata aagdum kurels uyqulsnirsa
By = U8, FUBX, oo Uye - Ay (2.11)

esitligi tulunur,

Daha o6nce olciilennicelikler icin yapilan varsayim (2.2), (2.3),
buradada gecerli olacagindan variance i¢in

"
Ty, =E(89-Ay] )= 4y, Ay
(2.11) esitligi goz Oniine alinirsa

2
Q—s,y,'-"- (U"Ax, Uy Bgpre et Uyq AXn) (2.12)
yazilabilir,

Covariance icinde

Gyly’_z AY,Ayz-: (uu Ax|+ullbxﬂ. o 'Um Aﬂn)(ul‘AX‘+u‘1_xt“ M -UznAxn) (2.13)

yazilabilir.

(22) ve (2.3) esitlikleri

(2.12) ve (2.13) egitliklerinde yerlerine konursa,
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Ax.Ax;  ile P
Ax; By ile
' | qxaxj yer degistirebilir,

sonugts
Quy=U Gt

(2.14)
by laceiuz. )

Olciilen nicelikler ile liretilen nicelikler arasindaki matema-

tik iligki fonksiyonu lineer olmayabhilir. Bu takdirde, izlenecek yol
agagidaki gibi olacaktir,

AXi = Xi - X,
AY, = ¥, — i
den
;{-i = X + AX
;t = y; + Ay, olacagindan S;, genel gosterimle

v“« - -

Y genef, ggs{er)rfale.

(\.’j'+bjj-)= yi_((x,.f.Ax‘).Q. SR .' (xn-l-b)(n)) (2.15)

yazilabilir,

AX hatalarmmin y; lizerindeki etkisinin fonksiyonel bagintisi
bulunmalidir,

(2.15) bagintisina Taylor ajilimi aygulanip, ikinci ve daha yik-

sek mertebedeki terimlerin cok kiicltk olmalar1 nedeniyle atilma-
lar1 halinde,
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(s+09) =¥, () + (22 ax;)

2.16
Ix. (2.16)
yoarlabilir
Dv; d¥r _ 4. QY% _ ;.
1 =Uy, “'I'""U'Jz )y - =UJn‘(2.1
d)(‘ axz axn
konarak (2.16) esit L‘ué\;
~ A .
(\_;'J) = (.Yj“'Ajj) =y3.(x‘+ - »--+>c.,)+(uj(+ .- --+U3,“) .:x
Axq
haliny elin Buredaks (U)nun daha. qenel  gasterimi
.u“ L A 2 B ') ?'n ’
Ui = | ¢ .
uﬂl -« e o8 --t.hn
seklinde olacaktir,
(2.5) esitligi (2.17) esitliginden cikartilirsa
[ ax.]
(ij) = [uj., ....... '-‘.'m] : (2.18)
IN
| S¥n ]
bulunur ve kisa bir gésterimlede
Ay = u. AX (2.19)

seklinde yazilabilir. Bu esitlik yine Hata Dagilimi Kurali egitli-
gidir. Tek fark (u;) degerleri (y;) esitliginin alinarak bulunmus
olmasidir. Yine buradan daha oénce buldugumuz (2.14) deki gibi
variance-covariance egitligire gegebiliriz.

Oy = W, Gy W (2.20)
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2.4. En Kiciik Kareler Coziimit icin Gerekli Matematik 1lis-
Kiler. '

Eger n tane, olclimil yapilan niceligimiz ve iiretilecek niceligi-
miz varsa, birbirinden bagimsiz n tane matematik iligki fonksiyonu
kurulabilir. Uretilecek nicelikler cinsinden

N [HCGke)
gM' :'{m(Xr“ ‘xn>_

'ﬁlqulen nicelikler cinsinden

)'(' X (¥, - Ym)

i

).(n s.(/n (yq """ JM)
her ikisininde kisace 3;54@“""’
(=950 %) ) () =% (3 3m)

Seklinde yazdabilin
Hate daqilm kuraline gére

AX =C.Ay dir 2.21)
Burada
Dij: 33} ) C'lj- - {3)(,

ax; <9yj-

oluP (2-2') dek; esithkler.

Ay=DAX=D.C. Ay
Ax= Cay = C.D.AX
seklinde déntisiirler. Yukarida esitliklerdende anlasilacagi gibi



- C.D = I birim matrix
D.C = I birim matrix dir.
Dengeleme islemlerind: {retilen nicelikler (y;) iki guruba ay-
rilirlar.
Ya Yo (¥, os - 5n)
\ . a= {.M m<n
Jy=| :

= | (2.22)
tp € (oo ) | Prdirb am<b

t, degerleri bilinen degerlerdir ve olugturduklari esitliklers
Kosul Esitlikleri denir. y’lar ise bilinmeyen, tretilecek nicelikle-
rin degerleridir.

Yine hata dagilim kuralindan

Ay = U Ax
At =U.DX%

() = (t,,/(xl...x,,))

esitliginde 6l¢me degerleri (x;) hata icerdiklerinden dretilen t, de-
geri, degeri bilinen t, degerinden farkli olacaktir.

r-rl

—t = At ‘ (2.24)
At cok kiiciik ve sorwi¢ olarak yine bilinen bir degerdir.

Diizeltilmis 6lcme deferinin (X) aradigimiz asil degeri (X
oldugu varsayimindan,

X = E (X)

ve diizeltilmis o6l¢gme degerlerinden bulacagimiz (T) degerinin bi-

linen gercek_‘E degeri olarak kabul edilebilecegi,

T=t=0
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Ayrica diizeltme miktar1 A X in aranan ve giderilmesine cali-
silan hata A X’e esit olabilecegi yorumunda

AX =E (AX)
gidilirse,

X = X + AX (2.25)
ve

es.tlikleri yazilabilirki kosul esitlikleri saglansin. ‘

Yukardaki biitiin kabul ve varsayimlardan sonra cok boyut

normal dagilim fonksiyonu, diizeltilmis ¢icme degerleri cinsinden
yazilabilir., _ S j =8

.-n/2

g(i‘,‘...k_ﬂ): .I.EXL . exp <_3‘: . &X. Q‘-,:x 7) (2.26)

Istedigimiz diizeltilmis 6lcme degerleri (>?) kosul esitligini

saglasin ve diizeltme miktarlar: (Z X ) (2.26) esitligini maksimu-
ma gotiirsiin, Eski isareti nedeniyle (2.26) esitliginin exponent
kismninin minimum olmasi o esitligin maksimum olmasi demek
olacaktir, Matematik ifadesi ile

T:=1=0 ve

S LN ¥ R—

% . Oy « A% <3 minmum
olmalidin

t t(x,-.-.. -Xn)

T:: T (x‘ vem -'.Kn)

K= XEAX



AT;-: T-t=UAax
Up= D2

Ax;

T=0 olduju kosulundan

UAx = T—-f’
d AY = O—t
Eu[ace@z.

-1 2 - )

8;(&':(5 «Qxx ck‘uqundar\

N gix-gx-.,.s,, minimum olurken (2.27)
U:Zx4+t=0 omalicir,

2.5. En Kiiciik Kareler Coziimiiniin Standart Problem — 1

e Uygulamasi
(2.27) deki iki esitlik birer fonksiyon seklinde gosterilirse.
. T - l — .
-(:,:. Ay'. axx Ax —5 min.
1= kT(usx+t)=0
olacaktir, /
Burada
K' = (ky......k)) Db, kosul esitligi sayisi
olup k’lara Lagrange c¢arpanlari denir ve her iki fonksiyonu tek
~ bir fonksiyon seklinde ifade edilebilir. Buradaki K’lar sabit de-
gerlerdir. '
f=1f ~21,

Grafikte gosterebilmek icin



Fonksiyonlarimiz iki boyttlu olarak alir ve

g‘ =1 kobul edersek
XK ;

fi= B¢ +n¢  bir paraboloid

&_.—: E(U,K;(|+Uz_&xl+f) bir d;lzfe.m olacaktirn

Paraboloid ve diizlemin kesismesinden meydana gelecek para-

bolun minimum noktasinin koordinatlary aradigimiz A X, ve A X3
degerleridir,

Konu tekrar genel olarak ele alip devam edilirse
_P__ ‘F o _ g o

=t-2fa =R G, Ax-2d(URX+t)
olarak yazilabilir.

f fonksiyonunun minimum yapan A X degigskenlerini bulmak
icin

af
—_— =0 i=1..n
0 As
-1 — - d T
._Q_E_ =G 2% + (& %LK )T... 2(Ku)=0
RIS

- T
= 2%“. Ax -2 k=0
esitliginden AXi cekersek

AX =g, Ut k (2.28;

k bilinmeyen bir vektdrdiir, bunun bilinenler cinsinden c¢o6ziil-
mesi icin
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(2.28) esitliginin iki tarafinin U ile 6n ¢arpimindan
U AX = U. g, UL k

bulunur.

(2.29)

(2.27) esitliginden
oldugu hiliniyor. (2.29) esitligi buna goére diizenlenirse
U g« U. k= —1t

bulunur.

U. g.. U = g,

alarak

(230

k= —gtut (331)

k bilinenler cinsinden ¢oziilmiis ol'ir.

(231) esitliginin (2.28) esitliginde yerine konmas: ile

AX = — g, U gLt (2.32)

Diizeltme miktarlar: bulunmus olur,

Diizeltilmis degerlerde
X = X 4+ AX (2.33)
esitliginden bulunabilir.

Diizeltilmis Olgmeler icin agiruk katsayilari matrixi

g = B — . U gl U g (2.34)
seklinde verilebilir,

Dengeleme islerinden Once iiretilen degerler icin agirlik kat-
sayilart matrixi (2.14) veya (2.20) esitlikleri ile verilirken, denge-
leme isleminden sonra bu matrix
gy = V. gV (2.35)
sekline donisiir,



3. BIR UYGULAMA:

Sekil -1 de gorillen gravite baz sebekesinde 1 ve 2 nolu nok-
talarda okunma degerleri hatanin, problemi basitlestirmek ama-
ciyla diger biitiin noktalardaki 6l¢me degerleri (her tiirlii gravi-
metrik diizeltmeden sonra) ayni miktarda okuma hatasi icerdigi
(Variance-Covariance matrixi birim matrix) var sayilmistir.

1, 2. ve 3 nolu kapanti (Loop) larda kapanti hatasi 0.00 oldugu
halde 4no’lu kapantida hata 0,30 diizeyindedir.

Dengeleme islemi sonunda biitiin kapantilarda hata 0.01 di-
zeyine indirgenmigtir,

Gercekte Variance-Covariance matrixi noktalar arasindaki

uzaklik ve Ol¢iim degeri degisim miktari goz Oniine alinarak di-
zenlenmelidir,
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