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SONSUZ BIRiIM TEPKIiLi SAYISAL ELIPTIK

SUZGECLER

Infinite Impuls Response Digital Elliptic Filters

A. Gingdér TAKTAK*

OZET

Bir sayisal silzgecin sinyal-girilti (S/G)
aymmindaki giicti, sistem veya transfer fonksiyonu-
nun diizenlenmesinde kullanilan fonksiyon tiirline
baghdir. Idea} siizgece yaklagmak igin sonsuz tepkili
stizgeclerde (drmegin Butterworth Chebyshev, Jacobi
Eliptik) analitik fonksiyonlar kullanilmaktadir.

Bu yaz1 Jacobi eliptik fonksiyonlar1 kullanilarak
geligtirilen Eliptik Stizgegler tizerinedir. Bu siizgeg-
lerin siizme bandlar1 genig ve gecis bantlar: ise daha
dardir. Bu nedenle optimal siizmeye en iyi yaklasabi-
lenlerdir. Bunlann diizenlenmesinde bilineer z-dgnii-
simii ve ¢ok hizli yineleme algoritmas1 kullanilmig-
tir. Aynica adi gegen slizgegler, sifir fazli eliptik
siizgeclere doniistiiriilerek faz kaymasi Snlenmis ve
siizme bandinin veya bandlarinin diklesmesi saglan-
magtir.

Alcak, Yiksek, Band gegisli ve Band durdurucu
olmak izere dort tip Sifir Fazli Eliptik Suzgeg
gelistirilmigtir. Cegsitli sentetik ve gercek arazi verile-
rine (6 profil x 500 sayisal noktalik sismik yansima
profili) uygulanarak ¢ozitm yetenekleri saptanmistir.

Yapilan cesitli denemeler sonunda adi gegen
siizgeclerin ¢ok alcak frekanslarda calisma olanag

sagladign ve duyarliliga iyice arttirdigi ortaya kon-
mustur.

ABSTRACT

The power of a digital filter in seperating sig-
nals from noise is dependent upon function type used
in arrangement of the system or transfer function.

Analytical functions such as Butterworth, Cheby-
shev, Jacobi elliptic are used in the Infinite Impulse
Response filters in order to approach to the Ideal Fil-
ters.

This paper is about elliptic filters developed us-
ing Jacobi elliptic functions. These filters have been
widely used to achieve restrictive frequency domain re-
quirements. They can simultaneously provide large
stopband attenuation and small transition bandwidths.
Thus, this is an optimum filtering functons. In ar-
rangement of these filters, bilinear z-transformation
and very a fast recursion algorithm is used. Addition-
ally, by converting these filters to the zero phased el-
liptic filters, phase shift is prevented and the filtering
band is steepened.

Four most common types of zero phased elliptic
filters: lowpass, highpass, bandpass and bandstop are
developed. Their applicability is investigated by ap-
plying these filters to the various synthetic and field
data (6 profile x 500 point, seismic reflection data).

Trials have shown that the filters which men-
tioned above have saved time, enabled working condi-
tions at low frequencies and increased the sensivity.

GIRIS

Cesitli jeofiriksel verilere gbre, yerkabugu, yerkii-
resi toplam kitlesinin ytizde 1 hacminin ise yaklasik
1.5'nu tegkil eder. Fakat bu ¢ok ince kisim, yeorkiiresinin
dinami§i ve jeolojik gelisimini tammamiz yéniinden ¢ok
blyllk Snem tagir. Yerytiziinden itibaren Mohorovicic
stireksizliine (yerkabugu ile {ist manto arasi) kadar olan
kisim "yerkabugu” olarak tanimlanir.

Ekonomik ytinden biiyllk 8nem tasiyan ve cesitli bi-
yik olaylann stirekli olustufu (8rmegin depremler), yer-
kiiresinin bu bdlimtnl incelemek igin ¢ok degisik yon-

temler gelistirilmistir. Diinyanin birgok iilkesinde devam
eden c¢aligmalar; depremler ve yapay patlamalarla elde edi-
len kirilan ve yansiyan hacim dalgalan, gravimetrik ve
manyetik analizler, dogal ve yapay elektrik alanlannin
incelenmesi gibi konulan igerirler. (zellikle son zaman-
larda teknolojik gelismeye paralel olarak gelistirilen sis-
mik yansima teknigi de ¢ok énem kazanmagtir.

Son yirmi yildan beri elektronik ve bilgisayar tek-
nolojisi basddndiiriicti bir hizla geligmektedir. Jeofizikte
alinan §lgtilerin ¢ok ve gesitli olmas: ayrica kullanilan
karmagik hesaplarin ¢ok zaman almas: aragtincilan bu
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teknolojiden yararlanmaya zorlamistir. Bdoylece geligti-
rilen, arazide dogrudan dogruya sayisal veya analog ola-
rak alinan kayitlann istenilen duyarlikta sayisal hale
doéniigtiiriilebilmesi jeofizik mihendisine yeni ufuklar
agmigtir. Alman 6lgiilerdeki istenmeyen olaylarin temiz-
lenerek gergek olayin ortaya ¢ikarilmas: bu teknik saye-
sinde gerceklesmistir. Giintimizde manyetik bantlarda ko-
layca saklanabilen sayisal verilere en karmagik ve ¢eg.tli
hesaplar, bilylik bellekli bilgisayarlar yardimiyla kolayca
uygulanabilmektedir.

Sorunlan gergefe en yakin bir sekilde ¢dziimlemek
i¢in kullanilan modelleme yéntemleri bdylece biliyitk 9ir
hiz ve etkinlik kazanmigtir. Bu sayede, ¢ok karmagik je-
olojik sorunlara daha duyarli ve emin bir sekilde yik-
lagmak olanag: dogmustur.

Caligmalarimizin birinci kisminda ideal bir siizgece
en iyi bir sekilde yaklasan optimal sifir fazli sayisal
eliptik siizgegler anlatilmisur. Yineleme (recursion;
bagintis1 kullanarak gelistirilen bu siizgecler oldukga
hizlidir. Sifir fazhi oldugundan ¢ikig verilerinde bozulma
s6z konusu degildir. Bu siizgegler kullanildiginda ¢izim
olanaklar1 varsa siizgecin tlim &zelliklerini ¢ok kisa za-
manda kontrol etmek olanaklidir. Béylece kullamiciya.
istegine en uygun siizge¢ modelini segme olanag: veril:
m:s olur.

Ikinci kisim sifir fazh sayisal eliptik stizgeglerin
yapay verilere ve gercek arazi verilerine uygulamasim
kapsar. Stizgece giren ve c¢ikan sismogramlarin Fourier
déntisimleri yapildiktan sonra, genlik spektrumlan hesa-
planmir. Bu da kullanilan sitzgecin etkinliinin kontrolii
bakimindan Snemlidir.

Yukanda anlatilan yararlarindan dolayi, diinyamin
cesitli llkelerinde yerkabufu inceleme c¢aligmalart
yapilmaktadir. Gergek arazi verileri, Fransa'da 1970-1974
yillann arasinda, Rhone vadisinde (Giiney Fransa) yapilan
bu tiir bir ¢aligmadan alinmigtir. Analog olarak hazirlan-
m:§ bu sinyaller BENDIX-Datagrid Digitizer iye 0.01 sa-
niye (10 msn) aralikh (40 mm = 1 sn) sayisal hale
déniistirdlmisgtir.

Amacimiz basit fakat ¢ok etkin yineleme baginiis:
kullanarak gelistirilen optimal sifir Fazli Sayisal Eliptik
Stizgeglerin (Algak Gegisli, Yiksek Gegisli, Band Geg gl
ve Band Durdurucu) yetenek ve kullamim simirlarin:
gostermektedir.

SAYISAL SUZGECLERE GiRIS

Basit ve karmagik bir diizenek ile alinan kayitlar, is-
tenen olaylar yaninda istenmeyen olaylari da igerirler.
Esas sinyali az ya da ¢ok bozan bu olaylar (giiriiltii) bilik-
te kaydedilirler. Diizenege eklenen 6zel elekirik siizgeg
lerle, bu geligigiizel bazen de diizenli olan giiriiltiiler kay1t
esnasinda giderilmeye c¢aligilir. Birlikte kaydedilen giiriil-
ti ile esas sinyal aym frekansta degilse, bunlan dogrusal
frekans segici siizgeclerle birbirinden ayirmak kolaydir.
Tersi ise oldukga gii¢, bazen de olnaksizdir. Bu nedenle,
gergek sinyali olanaklar elverdigince bozmadan giirilti-
den anndirmak igin ¢esitli matematiksel ydntemler
gelistirilmigtir.

Bir seri ardigik sayidan ibaret olan sayisal siizgegler,
ayrik sekildeki sinyali bir sistem fonksiyonu, transfer
fonksiyonu, yardimiyla istenilen &zelliklere sahip ¢ikis
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sinyaline déniigtiiren sistemlerdir. Sayisal bir siizgeg
¢ikig1 ayrik veya sayisal verilerle agirbikli siizgeg kat-
sayilarinm evrigiminden ibarettir. Cesitli yan verilerden
yararlarularak, amaca uygun ¢6ziime en iyi sekilde yak-
lagan tek bir sistem fonksiyonu bulunatilir. Sayisal ola-
rak bilgisayar belleginde saklanabilen >u fonksiyon ve
veriler istenildigi anda cesitli amacglar igin birgok kez
kullanilabilir. Sayisal siizgeclerin bu ozellikleri analog
siizgeclere olan en biiyiik istiinliklerinden birisidir.
Ayrica, ¢ok algak frekans (0.01 - 1 Hz) bandlarinda ¢ok
ekonomik ve hizhidirlar (Gold ve Rader 1969). Gergege en
uygun veriyi elde etmek igin siiziilen veriler aym anda
tekrar siizgegten gegirilebilir. Ornegin band gegigli bir
siizge¢ ¢ikigi, band durdurucu siizgegle yeniden siiziilebilir.

Basit bir slizge¢ sembolik olarak bi: girig x(t) ve bir
de ¢ikig sinyali y(t) olarak,

Stizgec

Girig Transfer veya Cikis

—— Y]

x (1) ———— 1 Gegis

Fonksiyonu

seklinde gosterilebilir. Sirasiyla x(t) ve y(t)'nin Laplace
dontisimleri X(s) ve Y(s) olsun. Sistem fonksiyonu,
cikigin, girise oranina H(s) = Y(s)/X(s) esittir. Sistem
fonksiyonu, kutupsal koordinatlarda, s = jw olmak iizere

H (jw) = H (jw)l /2 (1)
ile verilir. Burada faz @(w) ve genlik [H (jw)l, siizgeci
temsil eden iki Onemli buyiikluktir. Sistemin gecikmesi
ise agagidaki sekilde verilir:

T, =~ dB (W) / dw (2)

Pratikte kullamlan pekgok sistem fonksiyonu H(s)
rasyonel (kesirli) fonksiyonlardir. $ekil 1'de goériilen
ideal stizge¢ fonksiyonunu elde etmek olanaksizdir.

<-Gerceklestirilebilir

Sekil 1. Ideal ve gergeklesebilen bir siizge¢ genlik tepkisi.
Fig. 1. A filter amplitude response of an ideal and
rational function approximation.
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Fakat amaca uygun olarak segilen bir sistem fonk-
siyonu ile ideal siizgece yaklasilabilinir.

Frekans segici sayisal silizgegler, istenilen bandlar-
daki frekanslan gegiren ve diger frekanslann durduran
stizgeclerdir. Frekansin gectigi bolgeye silzme band1 w,
frekansin durdurildugu bolgeye durdurma band: w, ve bu

ikisi arasindaki, segilen sistem fonksiyonuna goére degi-
sebilen dar bolgeye de gegig bandi (w, — w_) ad1 verilir.

Genlik fonksiyonunun IH (Gw)l 6zelligine, bagka bir
deyimle sizme ve durdurma bandlaninin konumlarina gére
sizgecler simiflandirilir. ldeal bir siizgegte, siizme
bandindaki tim degerler 1 ile IH (jw)l = 1 ve durdurma
bandinda ise sifir ile IH (jw)! = O carpilir. Genlik tepkile-
rine gore frekans segici siizgegler dort bolime ayrilir:
Algak Gegisli, Yiiksek Gegisli, Band Gegisgli ve Band Dur-
durucu sizgegler.

KULLANILAN MATEMATIKSEL YONTEMLER

Sonsuz impuls tepkili (IIR) siizgeclerde transfer
fonksiyonunun modiiliinin karesi,

w>1 igin f(w?) » 1 3)
0<w<l  igin 0<fw?)<1

olmak iizere;

HGw)2=1/[1+f(w?)] )

baginus: ile verilir. Sistem fonksiyonu, siizme bandi, 0 <
w < 1, iginde H (jw)2 = 1 ve durdurma band, w > 1,
iginde ise IH (jw)i2 = 0'dur.

Yukandaki kosullan saglayan ideal bir siizgece yak-
lagsmak ig¢in ¢esitli analitik fonksiyonlar kullamilir.
Omegin n'nci dereceden Butterworth polinomu kullanarak
elde edilen siizgeglere Butterworth siizgegleri (Gold ve
Rader 1969) ad: verilir:

(H GWI2B =1/11 - (wiw )] 20 )

Chebyshev polinomlar: kullanilarak elde edilen
siizgegler aym adla adlandirilir. Chebyshev-1 ve Cheby-

shev-1I (ters Chebyshev) siizgeglerinin genlik fonksiyon-
larimin karesi,

f(w?)=€e2. Cn2 (w)ve

fwd)=1/[e? - nc2 (1/w)] olmak tlizere,
ip I/ HGw)A =1/[1+€2-C *w)] (6)

tip L /H(w)A =22 -C2(m)/[1+€2 - C2am) ()

€ -dalgaciklarin genligi ile ilgili sabit olmak izere,
bagintlan ile verilir. Burada C_(w) = cos (ncos 'w)n'nci
dereceden 1. tiir Chebyshev polinomudur.
Caligmalannimizda ideal siizgeclere (Sekil 1) en iyi
yaklagan diger bir deyimle gegis bandi (wg — w¢) en
kiictik olan anali:ik ve ¢ift periodik Jacobi eliptik fonk-

siyonlan kullanilmigtir. Eliptik fonksiyonlar kullanarak
elde edilen stizgeclere Eliptik Siizgeg ad: verilir ve karak-

teristik fonksiyonlarimin karesi f (w2)=e?. an (w, L)

{Rabiner ve Gold, 1975) ve f (w?)= £2. U_? (w) {Schafer ve

Oppenheim, 1975 ve Gold ve Rader, 1969) ile tarif edilir.
Burada R (w, L)'ye Chebyshev rasyonel franksiyonu
(¢oztimi eliptik sine fonksiyonu ile yapilir) ve U (w)ya
ise Jacobi eliptik sine fonksiyonu adi verilir.

Teta Fonksiyonlar

Jacobi eliptik fonksiyonlar1 ve eliptik integralle-
rin sayisal degerlerini hesaplamak icin kullamilan 6zel
fonksiyonlara Teta Fonksiyonlar1 adi verilir. Bunlar
sifira ¢ok hizli yaklagsan 6zel fonksiyonlardir. Basit pe-
riodik © (z + T, q) = 0 (z, q) ve analitik olan bu fonk-
siyonlar ¢ok hizh serilerle tanimlamrlar. Bu Szellikleri
biiyiik bilgisayar zamam kazandirir.

Tim sonlu z # 0 ve Iql < 1 igin yakinsama vardsr.
q = exp (-n K/K') yakinsama faktoriidir. Yakinsamalan
trigonometri fonksiyonlara bagli degildir, sonsuz seri-
lerle asagidaki gekilde gosterilirler:
8,(z) = 2914 (sin z - g% sin 3z + q® sin 5z

..... ) ®)
B,(z) = 2q'/4 (cos z + g% cos 3z +q¥ cos 5z +.....) 9)
0,02) = 1 + 29 cos 2z +2q* cos 4z +2¢°cos 6z + .....) (10)
8,(z) = 1 —2q cos 2z + 2q* cos 4z - 2¢° cos 6z +....) (11)

Teta fonksiyonlan yardimiyla Jacobi Eliptik fonk-
siyonlarimn modiilleri (k, k"), ¢eyrek gercel periodlan (K,
K" ve sn, cn, dn, eliptik fonksiyonlar sayisal olarak hesa-
plenir:

(k)72 =8, (0) / 8, (0) (12)
(K71/2=0,(0)/64(0) (13)
QK /1) =0, 0)=1+2q*-2¢° + ... (14)
(2k' K /m)2=0,(0)=1-2q+2q*-2¢° + ... (15)

(KK /1) 2 =0, (0) =29 (1 +q?2+q° +q'2+..) (16)

K -1 K. log (1/g) (7
n

Teta tonksiyonlar1 Aritmetik-Geometrik Ortalama
(A.G.O.) yontemiyle kolayca hesaplanir:

a, =1, b, =k, ¢, =k (18)
ol ak iizere

@, =2"-u-180"-a, /n (19)
dir.

Jacobi Eliptik Fonksiyonlar:

Karmasik degiskenli ¢ift periodik eliptik fonk-
siyonlar mekanik ve elektronigin gesitli dallarinda sorun-
lann dogrudan ¢6ziimlerinde kullamilir. Eliptik Siizgeg
trarsfer fonksiyonunun elde edilmesinde bu tiir fonk-
siyonlardan yararlamlmistir. Bu nedenle, tiim matematik-
sel ayrintilara girmeden eliptik fonksiyonlarin uygulama-
larn hakkinda genel bilgi verilecektir. Daha ayrintili
bilgiler Modern Analiz kitaplarinda bulunabilir: Neville
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(1951), Milne-Thompson (1956), Jahnke ve Emde
(1960), -Whittaker ve Watson (1962), Erdelyi ve dig.
(1963), Abramowitz ve Stegun (1972).

Ters fonksiyon &zelligi tagiyan eliptik fonksiyor-
lan, Jacobi eliptik integrali ters gevirerek elde etti.

Eger ikl < 1 aynica Iwl < 1 gergel ise, 1. tiir eliptik in-
tegral agagidaki sekildedir:

-1/2

u—,[ [(1 -2)(1 - k212)] (20)

Analitik uzamimla w'nin tiim degerleri hesaplanabi-
lir. Bu integral, t = sin @ ve w = sin @ (@, modil agis1)
oldugunda;

a

v (@ k)= u-j (1-%2sin20) RaP (23)

esittir. Burada @ = amp (u)'ya amplitiid ve k'ya modiil ad
verilir ve 0 < k < 1 arasinda degisir. Eger k = 0 ise tu
integral (21) u = sin’! (w) veya w = sin (u)'ya, k # 0 ise
w = sn (u) veya sn (u) = sin @ = sn (u, k)'ya esittir. sn (u)
fonksiyonuna Jacobi eliptik sine fonksiyonu adi verilir.
Gergel periodu 4K ve sanal periodu 2jK' olan bu ¢ift
periodik

sn (u + 4K) = sn (u) ve sn (u + 2jK") = sn (u) 22
fonksiyonlar, Sekil 2'de goriilldigu gibi kutuplar (GK',
2K + jK') hari¢ diizlemin her noktasinda analitiktirler.

0sRe usiK
Snlu) .

1y Osim us2K
/Sn=0 Sn=1 Sn=0 Sn= -1 Sn=0
aK T T T
I I |
_ :+ : _
i« - kel ] ‘wk BOK Snzres _ dsnz-lrk |Sns-m
) = e =400
t;///Sn I Sn=+
+ | +
2 |
ISn=1 /ASn 0 {Sn=-1 Sn=0
0 K 3K W ¥

Sekil 2. Jacobi Eliptik sn fonksiyonunun karmagik ve
u-diizleminin kafes noktalarindaki degeri.

Fig. 2. Periodic rectangle for the Jacobian elliptic sn
function.

Aynca cift periodik 6zelliklerinden dolayi, her kafesteki
iki sifir (0) ve iki kutup (X) gercel ve sanal eksenler boy-
unca sonsuz defa tekrar ederler (Sekil 3).

)y u Duzlemi
Durdurma Bandi CD HEXy

D C

o] <9~ -—0-—6

Sf\‘(j/E,) j _x x x x x x x
r x B x x x x x x A
T N L
o O o (o]

¢ © o O
Suzme Bandi AB |- Nk -

e x‘,l

O x|x O

Sekil 3. Eliptik stizgecin sifir (0) ve kutuplarmmn (x)
u-diizlemindeki konumlan.

Fig. 3. Zeros (0) and poles (x) of the elliptic filter in
u-plane.

Oniki c¢esit Jacobi eliptik fonksiyonundan konu-
rauzla ilgili olanlar sunlardir:

Eliptik Sine sn (u, k) = sn (u) = sin @ (23)
Eliptik Cosine cn (u, k) = cn (u) = cos @ (24)
Fark Fonksiyonu dn (u, k) = [l — k2 sn? (u)]”2 (25)

Bu fonksiyonlar, ¢esitli 6zellikleri bakimindan nor-
ral trigonometrik fonksiyonlara benzerler:

snZ(u) +cn(u)=1

sn (u) = — sn (u) tek fonksiyon

cn (u) = cn (-u) ¢ift fonksiyon (26)
sn (0, k)=0 ve en (0, k) =1

k=0iinu (@, 0) =@, sn (u, 0) = sin (1) 6zelligi ve k'
parametresinin c¢esitli degerleri igin eliptk sn (u) fonk-
siyonunun degisimi Sekil 4'te gésterilmigtir,

sniu k)
tanh{u)
10+ 7
k=10, k=0
k=09
-k=01
05
k=0
sin{u)
u
0 K 2K

Sekil 4. Farkli k parametreleri igin sn (u) fonksiyonunun
degisimi.
Fig. 4. Variations of the sn (u) function against k.
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Bundan bagka, eliptik fonksiyonlar sayisal olarak Landen
déniigiim formiilleri yardimiyla kolayca hesaplanabilir
(Whittaker ve Watson 1962).

Jacobi eliptik fonksiyonlarn da sn (u), cn (u) ...
sayisal olarak aritmetik-geometrik ortalama y&éntemiyle
hesaplanir. Baglangic degerleri olarak (a,, by, ;) Ugliistt
almarak digerlesi (a;, by, c;), (a5, by, ¢y), oo (2, b, ©
asagidaki sekilde belirlenir:

ol by €o
3=05Ggthy)  b=(hy)”  =05(x-by)
8,=05(a,+b)  b=@b)?  ¢=05(-b)

.................... 27
4= 05 (%-l +bn-l ) bn =05 (an—l bn~1 ) Cn=0'5 (%-l —bn-l)

Hesaplar a_ = b_ oldugunda, yani ¢ = 0'da durdurulur.

Eliptik fonksiyonlar igin baslangic degerleri
olarak; ag =1, by =k’ ve ¢, =k alimr ve (27)'deki ¢y

istenilen duyarhifa ulastiginda hesaplamalar durdurulur.
Daha sonra,

P, =22 -u-180° /m (derece olarak) (28)
sin 2@, +@,)=c,sin@, [a 29)

yineleme bagintisi yardimiyla @, . @, , ... D;., Dy)
hesaplanir. Sonug olarak agagidaki bagintilar bulunur:

s, (u, k) = sin @y = sn (u)
¢, (u, k) = cos @ = cn (u) 30)
d, (u, k) = cos @, / cos (B, — D)

Gergel argiimanlar diginda s-diizlemindeki eliptik
fonksiyonlarin sifir ve kutuplarinin konumlar: sanal
argiimanlan kullanarak saptanir. Eliptik sn (ju, k) fonk-
siyonunun bazi 6zellikleri sunlardir:

sn (ju, k) = -sn (ju, k)
sn (u + 2jK’, k) = sn (u)

sn (JK', k) = sonsuz
sn (ju, 1) = tan (u) (31

Eliptik Integraller

Eliptik siizgeg teorisinde, i¢ tiir eliptik integralden
sadece birincisi kullanihir. 1ki degiskene bagh (9, k)
olarak degisken I. tiir eliptik integral

O<k<1 ve k=sina olmak lizere
¢ 2 2 2
U(¢.k)=f (L-k sin ¢) db

seklinde tanimlamir. Burada @ = amp (u) degiskenine
integralin amplitidd denir ve gergel degerleri i¢in u (& —
k)'da gergeldir. Integralin modiild k = (1 - k')!/2 olup,
buradaki k'ye tamamlayict modiil adx verilir.

(32)

)

Birinci Tiir Tam Eliptik Integral
Yukarida tamimlanan (32) integralin amplitiiti @ =

72 oldugunda, buna I. tiir tam eliptik integra} adi verilir.
Genel olarak,

/2
K =u (/2, k) = K (k) =J (1-K2sin29)y2de  (33)
0
seklinde gosterilir. Aym gekilde I. tiir tamlayici tam
eliptik integral ise asafidaki sekildedir.
n/2

K =K & =,[ (1 - k2 sin? 0) /2 49 (34)
0

K ve jK', Jacobi eliptik fonksiyonlarinin gercel ve
sanal ¢eyrek periodlanidir (Sekil 5).
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Sekil 5. 1. Ttur Tam Eliptik intigral K(k) ve Tamamlayici
Eliptik Integral K'(k) ,

Fig. 5. First kinds of complete Elliptic integral K(k)
and Imcomplete elliptic integral K'(k).

1. tiir tam ve tamamlay:c1 eliptik integralin hesabi
igin 6zel olarak hazirlannmug ¢izelgeler vardir (Milne-
Thomson 1956, Abramowitz ve Stegun 1972). Aym
integrali sayisal olarak hesaplamak i¢in, Landen dénigiim
formillleri veya aritmetik-geometrik ortalama yontemi

kullambr. Baglangic degerleri olarak, a =1, b, = cos a

ve ¢, =sin &, (sin & + cos? o = 1) alindiginda 1. tiir tam
eliptik integral asagidaki formiille hesaplamr:

K(@)=n/(2a)) (35)
Tamamlayic: tam eliptik integral ise farkl

baslangi¢ degerleri, 2, = 1, b = sina ve c| = cosat
olmak tzere,

K (@) =m/(24,) (36)

yardimiyla hesaplanir.
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Sifir Fazli Yinelemeli Sayisal Eliptik Siizgecler

Sayisal gegisli siizgegler jeofizigin ¢ok cesitli dal-
larinda kullanilir. Qzellikle son on, onbes yilda basa
sismoloji olmak iizere uygulama alanlan gitgide artmak-
tadir. Maden jeofizigi, gravite ve manyetik arastirmalar,
deprem sismolojisi, uygulamali prospeksiyon sismoloji-
si, kuyu loglann Srnek verilebilinir. Jeofiziksel sinyalle-
rin genellikle genis bir frekans spektrumlan vardir ve
giritiltd ekseriya sinyali bozar. Eger, sinyal ile giiriilti
spektrumu iist tste gelmemiglerse (veya ¢ok az kariyim
varsa), sadece sinyali gegirmek (siizmek) igin diizenlenmis
"secici stizgeglerle” veri kuvvetlendirilir.

Sinyal-giiriltd ayriminda kullanilan en etkili
siizgecler "sifir fazhi" siizgeclerdir. Sinyal-giiriilti spektra-
mu iyi aynlan verilerde, gegis stizgegleri (algak, yliksek,
band gecisli) en iyi sonucu verir.

Alman kayitlarm gecmis ve gelecek sekilleri bilgi-
sayara yerlestirilir, bdylece amaca uygun olarak
diizenlenen transfer fonksiyonu(lan) yardimiyla faz tesiri
olmadan sonuca kolayca ulagilir. Bu olanak ancak sayisal
stizgeclerle saglanir. Bu da sayisal siizgeclerin analog
siizgeclere en biyiik iistiinliiklerinden biridir.

Sayisal ortamda birim implus fonksiyonu;

1 t=0
@)= { a7
0 t#0

seklinde DIRAC delta fonksiyonu ile verilir.
Sayisal siizgegleme iglemi, ayrik zaman serisiyle,
agirlikli slirgeg veya impuls tepki fonksiyonunun

n

Yy = Z hix

1=0

t=0,1,23 .. (28)

evrisiminden ibarettir. Burada

giri serisinin m+1 degeri,
hyohy, hy, by h
agirhikl stizgeg fonksiyonunun n+1 degeri,
Yor Y10 Y2s Y3s cevmvenenns Yoem
¢ikis serisinin n+m+1 degeridir.

Bu tiir slizgecin gergeklestirilebilir ve duraylh »ol-

mas1 i¢in impuls tepki fonksiyonunun, gerekli ve yeterli
kosullann gergeklestirmesi gerekir:

t < 0 igin h =0
2 lh, | <coveya z I 12 < e (39)
[:0 t = 0
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Sayisal bir siizgecin analiz ve hesab: igin,
v-déntigtimii kullamlir. Evrigim islemi, z-ortaminda g¢arpim
‘slemine doniigiir:

Y (z) =H )X (2) (40)

Fiziksel bir degisim gosteren x(t) siirekli
fonksiyonunu bilgisayarda kullanabilmek igin sayisal
duruma doniigtiirildr. Strekli.bir x (t) fonksiyonunun
2-doniistimi, At-drmekleme araligs,

-]

X(z) = 2 X (n At) z° n=0,1,2,3 ... dir. 41)

Nn=-o00

Impuls tepki fonksiyonu h(t) olan bir siizgecin
z-déniistimii ise agagidaki sekilde verilir:

oo

H(z) = Z h()- 2 (42)

t=0
z-donigtimii, Laplace ve Fourier déniistimlerinde, sirasiyla

z=exp (-s - At) ve z=-exp (-j2: At) 43)
konularak elde edilir. Karmagik z-diizlemindeki birim daire

tizerinde At=1 almdifinda z = exp (-jw) degeri (42)'de
yerine konularak

oo

H(w) = 2 h(t)-e " _n<wsn (44)
t=0

sonucuna varilir. Bu fonksiyona transfer fonksiyonu adi
verilir.

Bilineer z-Déniigiimii

Standard z-doniigimii esnasinda genellikle s-diizle-
mindeki jQ ekseni, z-diizleminde birim daire {izerine
diismez ve sabit analog bir siizge¢ her zaman sabit sayisal
siizgece donuistiiriilemez (Rabiner ve Gold 1975). Bu isten-
meyen olaya engel olmak ve transfer fonksiyonunun ce-
birsel seklini korumak igin Kaiser (1972) cebirsel bir
dontisiim kullanmigur. Bilineer z-déniigiimi,

2
=—— - tanh (s - A t/2) (45)
At

seklinde tamimlanir. 2! = exp (-s At) kullanarak,

2 2
s=——(@z-1)/@E+D)=— (1-2z1)/ 1 +2) (46)
At At

tanh x = (e* —e™*) / (e* + &%)

oldugundan veya
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Z=[,(2/Al)+5]/ [(2/At)+s]

sonucuna varnhr.

Bilineer z-doniigiimt asagidaki sekilde cebirsel olarak
transfer fonksiyonuna, H (s), uygulamr:

H@=H@) s=2/a0 {(1-z1)/1+21)} (a7

Analog frekans Q ile sayisal frekans w arasindaki
bagmnt, formiil (46)da s=jQ ve z=exp (-jw - At) konu-
larak:

2
Q=" tan (w AY2) (48)
At

sonucuna varilic. Buradan, s-diizleminden z-diizlemine
gecis kolayca goriilebilir. Yukaridaki (46) baginusindaki
z degeri s'e bagh olarak ¢oziildiigiinde:

= @/an+iQ] 1] @/ay-jQ]

bulunur.

Burada Q = 0 igin z=1 yani 1.0 + j0.0 sifir frekansi
Q=-coigin z=-1 yani -1.0 + j0.0 Nyquist frekansidir.

Sayisal ve analog siizgecler arasindaki diizgiin ol-
mayan bu bagmu Sekil 6'da goriildigu gibi giderilebilir.
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Jekil 6. Bilineer z-d6niiglimiiniin yiiksek gegisli bir
stizgece uygulanmasi.

Fig. 6. Applicaiion of the bilinear z-transformation
to a highpass filter.

Isienilen kesme frekansina sahip sayisal siizgeg, analog
siizgece dogrudan bilineer doniigim uygulanarak bulunur.
Gegig bandh dik keskin kesme frekansh siirekli stizgegler
aym sekilde sayisal stizgeglere doniisttirildiigtinde aliasing
olayr meydana gelmez (Rabiner ve Gold 1975).

SAYISAL YINELEME SUZGECLERI

Sayisal siizgecler veya frekans secici aynk sistem-
lerin sentezi igin ¢ok cesitli algoritmalar geligtirilmigtir.
Bunlar ti¢ ana grupta toplanabilir: Evrigim, Lineer Yine-
leme ve "F.E.T" Hizh Fourier doniisiimii (Gold ve Rader,
1969). Sayisal stizgeglerin diizenlenmesi i¢in kullanilan
matematiksel yontemler, amaca gore hazirlanan siizgeg
impuls tepki fonksiyonuna baghidir. Bu yontemler sonlu
ilpuls tepkili (FIR) ve sonsuz impuls tepkili (IIR) olmak
iizere ikiye aynlir. Eger stizge¢ impuls tepki fonksiyonu
polinom geklinde ise (sadece sifirlar mevcut olup, kutu-
plar yoktur) bunlara Sonlu Impuls tepkili ve Yinelemeli
olmayan stizgegler denir. Sayet siizge¢ tepki fonksiyonu-
nun hem sifirlan hem de kutuplar varsa (kesirli bir fonk-
siyon seklinde) bu tip siizgeclere sonsuz impuls tepkili
veya yinelemeli siizgecler adi verilir.

Stizge¢ islemi, z-ortaminda, evrigim denkleminin
(38) her iki tarafinin z-doniigiimii ve impuls tepki fonk-
siyonu ile aynk verinin ¢arpimina egittir

Y<2)=H@) -X@) (49)
X(z)=x0+xlz+x222+ ..... +x z° girig

Hiz)=hy+h z+h, 24+ h 7™ sistern fonksiyonu
Y(z)=y0+ylz+y222+ ..... +y

m+n c
manZ cikis.

Iki polinomun bslimii seklinde olan impuls tepki fonk-
siyonunun z-déniigiimit genel olarak,

ay+a ' +ayz’ A(z)
H{)= = (50)
1+b, z'1+b2 72 B@

seklinde gosterilir. Yineleme igleminin uvgulanmasi igin
b, = 1 olmas1 gerekir. Sayisal ¢ikig verilerinin z-

dontigiimii ise asagidaki gekildedir:

a+a z'l+a2z'2
Y@)=——-———- X () . (51)

-1 2
1 +b1 z +b21

Bu denklemde, esitligin her iki tarafi da sistem fonksiyo-
nunun paydas: ile ¢arpilarak,

Y (2)-(1+b 2t +b, 22) = (8, +a, 2" +2, 22)- X (@) (52)
bulunur; katsayilar gerekli sekilde diizenlenerek,
Y@ = (a+a,2' +2,22) X @)~ Y @) - 2! (b, -b, 1) (53)

sonucuna varihr. Yineleme denkleri (53) asagidaki gekilde
yazilarak kolayca bilgisayarda hesaplanir:
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YD=X®D+2a,XA1)+2,X02)-b YI-1)-b, Y([2) (54)

Yo, Y, Y,, Y, olarak hesaplanan ¢ikig serisinde tiim [0

igin Y (I) == 0'dwr. Fiziksel olarak da diizenlenebilen yine-
leme siizgecleri sinyal olugmadan yanit vermez, bagka bir
deyimle tepkiler: sifirdir.

Yinelemeli siizgecler i¢in genel yineleme denklemi.
daima b0= { olmuk lizere ,

N N
¥, = 2 X, - 2 by (%5)
i=0 i=1

olarak bulunur.

Calismanin temelini olugturan sayisal yineleme
siizge¢ sistem fonksiyonunun pay ve paydasinda 8'inci
dereceden polinomlar kullanilmigtir.

Kullanilan siizge¢ transfer fonksiyonunun 8 adet
stfir ve 8 adet kutbu vardir. Sistem fonksiyonu, k; = sta-

tik gain faktori,

HE -k, 1+a1:c'1+azz'2 1+a72'1+a81'2 "
Z) = 5 :
-1 2 -1 2
1+blz +b2z 1+b,,z +bsz

seklinde verilmigtir.

Pay ve paydasi 8'nci dereceden polinomlardan ibaret

olan yinelemeli eliptik sizgecin akis semasi asagida
verilmistir:

EVRISIM GIRIS

—{ 1zcmzezC127? X{Z}
% Geri Besleme Danh;ﬁ J C(Z)_-‘
~[pctspciaz T j-—{z7

(%-rnzcmz%zcmr1 fo—
D(Z)T

- Pc«anPcu.)Z"}«
%—anumzuzcmz*j——
4 F(Z)T

PCi5)+PC(6)Z”" 7

Sizy—

—{ wzanzhzeez? fo—m—m—H
% CIKIS

PCITI+PCIBZ

8 sifir va 8 kutuplu rekiirsif bir suzgecin akis diyagrami
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ELIPTIK SUZGECIN AKI3 SEMASI

Bu sekilde yiiksek dereceli yinelemeli siizgecler
uygulandiginda yuvarlatilan katsayilar duraysizlia neden
olabilir (Kaiser 1972). Algak dereceli siizgeglerde bu tiir
bir olay soz konusu degildir. Bu nedenle, formiil (56) da
goruldigi gibi sistem fonksiyonunun pay ve paydalan
kuadratik sekilde programlanir. Ayrica pay (sifirlar) ve
paydadaki (kutuplar) katsayilar 10'® mertebesinde
hesaplanmistir. Bu iki 6nemli konu, tiimn siizgec¢ sistem
fonksiyonlarinin hesaplanmasinda géz &6niinde tutul-
mugtur.

Pay ve paydasimin z-d6niigimii yapilan z-doniigiimi
yapilan kesirli sayisal siizgeg¢ler kullamlmadan #nce,
analiz edilerck durayli olup olmadiklan saptanir. Bu
islem, pay ve paydayi olugturan polinoralarin kéklerinin
z-diizleminde z = -1 birim qairesi {izerindeki konumlan
incelenerek yapilir. 86z konusu kékler, siizgeg tiiriini
tanimlamada kullamlir.

9ekil 7'de kesme frekans1 w_ = 20 Hz olan algak

gecisli eliptik slizgecin (8.nci derece) sifir ve kutuplan-
nin z = * 1 birim dairesi tizerindeki konurnlar: gériilmekie-
dir. Siizgeg operatdrii kolayca kontro! edilebilir. Sekildeki
stizge¢ duraylidir, ¢linkil sistemin kutuplar: birim dairenin
ist yanisinin igindedir. Sifir ve kutuplarin simetriklikleri
isc dairenin alt yansindadirlar.

" “ Jy Z-DUZLEMI
AGS ZaXaty
N-8 10.09,099)
We = 20Hz 017038 |2 (017, 098)
Fe - 00.a - - {030, 093)
DBR = 05dB X\ (03, 086
~(D44,068)
(-080 , 058)
X 1059, 028}
{-10,J00) y
fy 110,100)
x
O sifiwlar
x % kutuplar
x

Sekil 7. z-birim dairesi iizerinde Alcak Gegisli Eliptik bir
stizgecin sifir (0) ve kutuplarimn (x) konumu.

Fig. 7. Zeros (0) and poles (x) of a digital lowpass
elliptic filter in the z-plane.

Ayni sekildeki x ekseni, z-diizleminin gergel ve jy
ekseni ise, z'nirr sanal eksenidir. Sayisal siizgecin genlik
ve faz tepkileri, sistem fonksiyonu H (z)'nin birim daire
Iz} = 1.0 iizerinde incelenmesiyle bulunur. z = e “i%2t denk-
leminde w'min gergek degerleri z = 1.0'nin degerlerine,
sekilde goriilen z = 1.0 + j0.0 noktas: sifir frekansina ve
z = -1.0 + j0.0 noktas: ise fy = wy /2w = 1/2 - At katlama

veya Nyquist frekansina karsihik gelir. Diger frekanslar






