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0C BOYUTLU HILBERT DONUSUMUNUN GRAVITEDE
MODEL VERILERE UYGULANMASI

Application of Three Dimensional Hilbert Transformation
To Gravity Model Data

Nihal BECERIK* ve Rahmi PINAR*

OzET

Yapilarin yarattif1 potansiyel alanlarn, x, y, z yon-
lerindeki tiirevlerine ulagmak ve buradan hareketle yap
parametreleri hakkinda bilgi edinmek amaciyla 3-boyutlu
(3-B) Hilbert Doniigiimii kullanilmaktadir. Giiniimiize de-
gin bu yontem, manyetik prospeksiyonda, model verilere
uygulanmigtir. Bu ¢alismada 3-B Hilbert doniigiimiiniin
gravitede uygulanabilirligi aragirilmigtir. Bu amagla, itk
olarak gravit enokta kaynak potansiyelinin (U) analitik
olarak birinci (g,, 8ys g, ve ikinci (gyy, Bxys Byy> Baxs Bays
g,,) bilesenleri elde edilmistir. Bu bilesenler, gravitede 6l-
ciilebilen tek bilesen olan g, cekim ifadesine 3-B Hilbert
Doniigiim uygulanarak da hesaplanmgtir. Her iki gekilde
elde edilen sonuglar karsilastinldiginda, yontemin gravite
verilerine saglikli bir sekilde uygulanabilecegi anlagilmig-
tir. Daha sonra, egimli prizmatik yapilar model verisine
3-B Hilbert doniisiimii uygulanmig ve yap1 simrlar saghk-
1t olarak saptanmugtir. Sonugta, Laplace diferansiyel denk-
lemi kullamlarak hesaplanan g,, bilegenine (ikinci diisey
tiirev), 3-B Hilbert doniigiimii kullamlarak da ulagilmstir.
Her iki sekilde hesaplanan g,, bilesenleri kargilagtinldigin-
da uyum iginde olduklar goriilmiigtiir. Boylece, giintimii-
ze degin Laplace diferansiyel denklenti kullanilarak elde
edilen g,, bilegenine, 3-B Hilbert doniigiimiiyle de ulagiia-
bilecegi ispatlanmigtrr.

ABSTRACT

Three Dimensional (3-D) Hilbert Transformation
has been applied to reach the derivatives of potential in
X, y, z directions, and it is possible to estimate the struc-
tural parameters of a body. Up to now, this method has
successfully applied to synthetic magnetic data. Appli-
cability of 3-D Hilbert Transformation to gravity prob-
lems was explored in this study. To this end, first (g,,
8y, 8;) and second (8, 8xy» Byys Bzxr 82y &72) deriviives
for point source model in gravity were obtained analy-
tically. The same derivatives were also calculated by
applying the method of Hilbert Transformation to the
gravity force g,. Then the results obtained from this two
approaches were compared. This comparison has
shown that 3-D Hilbert Transformation can be success-
fully applied to gravity problems. 3-D Hilbert Trans-
formation was also applied to the syntheti data of an
inclined prismatic structures and the structure bounda-
ries were determined successfuly. Finally, g,, (second
vertical derivative) components which were calculated
through the use of the Laplace differential equaiton,
were also reached with 3-D Hilbert Transformation. As

" g,, components, obtained by these two different met-

hods, were compared, they were found to be in accord.
Therefore, g,, values can also be derived through the
3-D Hilbert Transformation besides the procedures of

the Laplace differential equation which has been used
up to now.
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GIRIS

Hilbert doniisiimii elektrik mithendisligi ve sinyal
analizinde uzun zamandir uygulanmasina ragmen (Bra-
cewell 1965), jeofizik ¢ahigmalarda ilk olarak 1970°li
yillarda kullanilmaya baglanmistir. Hilbert dénisiimii
yardimiyla potansiyel alanlarin dlciilemeyen bilesenleri
hesaplanabilmekte ve elde edilen bu bilesenlerden de

anomaliye neden olan yapinmn fiziksel parametreleri
saptanabilmektedir.

2-boyutlu (2-B) Hilbert doniisiimii ilk olarak,
manyetik verilerde yapi parametrelerinin tayini igin kul-
lantlmigtiy (Nabighian 1972, Green ve Stanley 1975,
Stanley ve Green 1976, Rao ve dig. 1981, Mohan ve dig.
1982, Rao ve dige. 1983).

Sismik caligmalarda, sismik izlerin Hilbert dontisii-
mil alinarak, sanal bilesene ulasilir ve hesaplanan bu sa-
nal bilegen ile sismik iz birlikte kullanilarak, karmagik iz
olusturulur. Karmagik izden, yansima kuvveti ve anlik
fazlar zaman ortaminda saptanarak, jeolojik yapiya ula-
stimaya caligilir (Taner ve dig. 1979).

Pinar (1985), Orta Karadeniz bolgesi gravite verile-
rinin yorumu i¢in 2-B Hilbert dontiglimiinii kullanmg-
tir.

Jeofizikciler, uzun yillar boyunca gravite, manyetik
ve SP yonteminde, 2-B Hilbert déniistimiinii kullanarak,
yapi parametrelerini bulmaya calismislardir. Ancak bu
teknik uygulamada, incelenen yapinin iki boyutlu potan-
styel dagilimi sunmasi ve degerlendirmede kullanilacak
profilin, yapt uzanimina dik dogrultuda alinmig olmasi
kosulu ile siirhidir (Nelson 1986).

3-B Hilbert doniistimii kullanilarak diisey ve yatay
bilesenler arasindaki gecis bagintilan ilk olarak Nabig-
hian (1984) tarafindan verilmigtir. Nabighian (1984), bi-
lesenler arasindaki gegis bagintilarim frekans ortaminda
tamimlamig ve manyetikte goémiilii prizmatik bir model
veriye 3-B Hilbert doniligtimiinii uygulamigtir. Nelson
(1986), 3-B Hilbert dontisiim bagintilarini uzay orta-
minda tamimlamis ve doniisiimii, manyetikte kiip model
verisine uygulamigtir.

Bu ¢alismada, manyetik model verilere uygulanan
3-B Hilbert doniigiimiiniin, gravitede kuramsal verilere
uygulanabilirligi aragtirnlmigtir. Bu amacla gravitede
nokta kaynak potansiyel verisinin g, ¢ekim ifadesine,
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3-B Hilbert doniisiimii uygulanarak ol¢iilemeyen birin-
ci (g, gy) ve ikinci (g,,, 8xy> By Bz Eayr 85,) bilegenler el-
de edilmigtir. Aym zamanda, sozkonusu bilesenler, U
nokta kaynak potansiyelinin x, y ve z yoniinde analitik
tiirevleri alinarak da hesaplanmistir. Her iki gekilde elde
edilen bilegenler kargilagtirildiginda, iyi bir uyumun var-
hig1 gozlenmis ve 3-B Hilbert doniisiimiiniin gravitede
baganyla uygulanabilecegi gosterilmigtir. Boylece, gra-
vitede Olg¢iilebilen tek bilesen olman g, cekim ifadesini

kullanarak, olgiilemeyen diger bilegenlere ulagmak
miimkiin olmaktadir.

Bu ispattan sonra, yontemin anomaliye neden olan
yapinin sinirlarimn tespit edilebilmesindeki uygulanabi-
lirligini aragtirmak amaciyla egimli prizmatik yapilar
modeline 3-B Hilbert doniisiimii uygulanmigtir. Sonug
olarak, yontemin X-Y diizlemindeki yap:t sirlarmin
belirlenmesinde olduk¢a bagarili oldugu goriilmiistiir.

BOYUTLU HILBERT DONUSUMUNUN
TEORISI

3-B Hilbert Doniiglimiine Ait Temel Bagntilar

Konvoliisyon teoremini kullanarak bir fonksiyonun
Fourier ve Hilbert doniistimleri arasindaki iligki asagida-
ki sekilde yazilabilir (Nabighian 1984):

F [g,(0)] = -isgn(0) F [g,(x)] = HLF [g,(x)] (1)

Burada;

j+lisem>0
sgn(m):-c-o-: Oise =0
o ~-lisea <0

ve
H=-isgn (w)

dir. Bu bagintilarda; H frekans ortami 1-B Hilbert donii-
siim islecini, X uzay ortami bagimsiz degiskenini, o fre-
kans ortami bagimsiz degiskenini ve F ise Fourier donii-
simiinii ifade etmektedir.

Potansiyel fonksiyonu U ve onun yatay ve diisey
tirevlerinin Fourier doniigiimleri arasinda asagidaki ba-



Ug Boyutlu Hilbert D&niigtimii 5

gintilar bulunmaktadir.

(a) iki boyutlu ortam igin,
F [%xg} = io F(U),

(b) Ug boyutlu ortam igin;
-

[aul |
Fl_—a—y—J=1vF(U),
[&J Yo' +v F(U).

3

Frekans ortam ifadeleri

Hilbert doniisiim ¢ifti olusturan, bir potansiyel alan
verisinin yatay ve diisey bilesenleri arasindaki iligki, (1)
ve (2) esitlikleri kullanilarak;

au _faul

= Hat @
(2 o[
FL—H—] [1+sgn(a))]F[w} ©)

Ug-boyutlu Hilbert déniisiimiine ulagsmak icin pek
¢ok yol vardir. Bu ¢aligmada, Nabighian (1984) tarafin-

dan gelistirilen yontem kullanilmistir. Nabighian
(1984),

Vil +v' =iu :i +iv N
N/u +v \/u +v'

esitligini kullanarak ise baglamistir. Burada; u ve v iki
boyutlu frekans ortami bagimsiz degiskenleridir. (7)
esitligi F(U) ile garpilarak ve (3) esitligi kullanilarak,

bulunur.

v=0 (Iki-boyutlu ortam) igin Fourier ve Hilbert dénii-
stimleri arasindaki iligki;

[ ou H feul . [au) 8b
e L b I
dir. Yukaridaki (4), (5) ve (6} esitlikleri bir potansiyel
fonksiyonunun yatay ve diisey tiirevleri arasindakiki
iki-boyutlu Hilbert déniigiimiinii ifade etmektedir. Na-
bighian (1984), bilesenleri u/(u*+ v*)"* ve v/(u* + v¥)"*
olan, (u, v) uzayinda birim vektor olarak verilen genel-
lestirilmis signum islecini

sgn(u,v) = J
u

v

+ €

Cx [2 2 Y
+v u +v

seklinde tammlamigtir (Sekil 1). Burada, e, ve ey, X ve

y dogrultusundaki birim vektorlerdir. Esitlik 1’de veri-
len iki boyutlu doniisiim isleci, lig—boyutlu olarak asagi-
daki sekilde yazilabilir.

H=-isgn(u,v)=H,e, +H,e,

L8

(u +v’)1/“

Sekil 1. (u, v) uzayinda birim vektor olarak tamimh genel-
lestirilmig signum fonksiyonu (Nabighian, 1984).

Figure 1. A generalized signum fuction defined as a unit
vector in the (u, v) plane (Nabighian, 1984).



v (9a)
iv

H,=-
Juz +v’
dir. Yatay tiirev iglegini;

v, =5’3x-ex «»%ey (9b)

alarak ve (8a) esitligini kulanarak, bu iki vektoriin ¢arpi-
mt:

F {%—] =HF|v,U] (10a)
olur. Daha acik bir gekilde yazilirsa,

aul_ [aU] fau]
F[az_l—H,.F " +H2'FL6yJ (10b)

olur. Bu esitlik, yatay tiirevierden diigey birinci tiirevin
hesaplanmas1 i¢in yeni bir yontemi gostermektedir.

Becerik ve Pinar

H; ve Hj islegleri Sekil 2’de verilmektedir. (3) ve
(10a,b) bagintilar1 kullanilarak,

) faul
|5 2

& fau] (112
F{E}‘HZ-FL?&J
yada,
(2], n,e[2]

(12)

e
yazilabilir.

H, H, ve H, islegleri asagidaki bagintilar1 saglar.
Iki-boyutlu ortam (v=0, H,=H, H,=0) i¢in;

(10a, b) ve (11a) esitlikleri kullamlarak,

L

a0 .o 016 012
~ o s 0 1F wr3
s

s
Ty

Sekil 2. Frekans ortaminda 3-B Hilbert doniisiim iglecleri (Becerik, 1995).  a)H, b)H, (Isleg boyu: 21 x 21)
Figure 2. 3-D Hilbert transformation operators in frequency domain (Becerik, 1995). a)H, b)H, (Operato length: 21x21)
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esitlikleri bulunur ve bunlardan yararlamlarak,

HH=-1 (13a)

oldugu goriiliir.

U ¢—boyutlu ortam igin;
(10a,b), (11a,b) ve (12) esitlikleri kullanilarak,

F[%j—] = H,.F[%‘%} H, F [%‘y_]}
Hl.‘F [%%}: H,.H,F [%‘J_]... Hz.H,.F[%tyj—1

F) au
=(H,H, +H, H,)F [-5;]= -F [3;]

esitlikleri bulunur ve bunlardan yararlanarak,

H,.H, +H,H,=-1 (13b)

bulunur. H iglecinin gésterdigi gibi, (13b) esitligi (13a)
esitliginin ic-boyutlu ifadesidir. Sonug olarak (6) esitli-
gi analitik sinyal tanimimi iki boyuttan ii¢ boyuta,

F[@+@_+igu_]_(l+ -
CEANE S A K

lau] 14)

F[-a—U—]+(1+ - Fj—
i et i)

seklinde genellestirmektedir. Bu esitlik, li¢ boyutlu sig-

num iglevini oldukea basit ve agik bir sekilde ifade et-
mektedir.

Uzay ortanu ifadeleri

(10a,b) ve (1lab) esitlikleri frekans ortaminda
¢arpma iglemi olduklarindan, bunlarin uzay ortam ifa-
deleri evrisim islemine kargilik gelir. Nabighian (1984)
bu 6zellikten yararlanarak asagidaki uzay ortamu islegle-
rine ulagmgtir:

- —iu 1 X
h =F" =
l (w/u2 +V ) m(x +y' )"
. (15
h, = F (e L

)= 4
Juz v 2n (x2 + yz ),,2

hy ve hy islegleri Sekil 3’de verilmektedir.

L
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L

o,
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Sekil 3. Uzay ortaminda 3-B Hilbert doniisiim islegleri (Becerik, 1995) a)h; b) h,
Figure 3. 3-D Hilbert transformation operators in frequency domain (Becerik, 1995). a)H, b)H,

(Isleg boyu: 21x21)
(Operato length: 21x21)
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(10a,b) ve (11a,b) esitliklerinin uzay ortam: ifade-
leri, potansiyel alan verileri i¢in, iki-boyutlu Hilbert do-
nilgiimiiniin iig—boyutlu genellestirilmis seklini gostere-
cektir. Burada, potansiyelin x, y ve z yoniindeki tiirevle-
ri olan;

g o ( - ).__
R N | [ (o

U 133 O-B) =
8 =5 5] — % dusp an
on (X— a)~+(y ﬁ)—
_u_1 B (18)
=5 =51 5 dot dp

ifadelerine ulagilir. Burada (o,B), (x, y) diizlemindeki
integral noktalandir.

Esitlik (16)’min x, y ve z’e gore kismi tiirevleri ali-
narak (Nelson, 1988):

FU _1_‘ﬁ (x—ga)

A 19

=77 =g ) £, do dB, (19)
U

R I [ oD, 20)

gn-_@"_l ” (x—za)gudadﬁ, (2hH

ox0z 2t 2,

esitlikleri elde edilir. Esitlik (16) yerine (17) ve (18)
esitlikleri kullanilarak agagidaki ifadelere ulagilir:

” (y B dadp, 22)

_gu_ 1
gyK ay —_2

sw=%2y—— 1” S B)s,,,d o df, @3)

du 1§t G- B
B = Svoz 21:”

- dadB, (24)

‘U1 P - a)sm+(y B)g.s
et || ddp, (25)

8a
FU (x— )y +(y B)8se
s-22-L] dudp, (26)
guzgl___ _1_J‘]‘ Sl S 1 S,
o 2m r

Laplace Diferansiyel Denlemi ve 3—B Hilbert
Doniigtimii ile Higkisi

Eger U(x, y, z) en az iki kez diferansiyeli alinabilen
skaler bir fonksiyon ise,

Ju du du

V1U= axz +‘a7+;zy

(28)

Laplace diferansiyel denklemini saglar.

Potansiyel dagilimlari her mertebeden kismi tiirev-
lere sahip olduklarindan, serbest uzayin her noktasinda
Laplace diferansiyel denklemini saglarlar (Kellog
1929). U potansiyel fonksiyonunun kismi tiirevi olan
g, bileseni, Laplace diferansiyel denklemi kullanilarak;

seklinde tanimlanabilir. Esitlik (27) kullamlarak;

du Fu a’U

= —7 z)"

B T e Ty

(29)

1 i1 (x-0)g,, ;(y—ﬂ)gpz dot dp.

elde edilir. Bu egitlik Laplace diferansiyel denklemi ile
3-B Hilbert doniisiimii arasindaki iliskiyi gostermektedir.
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3-B HILBERT DONUSUMUNUN GRAVITE
MODELLERINE UYGULANMASI

Gravite potansiyelinin diisey tiirevi olan g, bilese-
nine, 3-B Hilbert doniigiimii uygulanmig ve diisey bile-
senden hareketle, (16) ve (17) nolu bagintilar kullanila-
rak, g, ve g, bilesenlerine ulagiimustir. Islemin saglama-
sin1 yapmak amaciyla, g, ve g, bilegenlerinden hareket-
le, (18) esitligi kullamlarak g, bilesenine doniilebilir.

g« ve g, bilegenlerinin sayisal tirevleri alinarak,
Exx» Exy = Byx» &yy Dilesenleri elde edilir. Elde edilen ikin-

ci bilegenlerden, (25), (26) ve (27) bagintlan yardimiy-
la, sirasiyla g,,, L2y V€ &z, bilesenlerine ulagilir. g, bile-
senine, (29) bagintisinda verilen, Laplace diferansiyel
denklemi kullanilarak da ulagsmak miimkiindiir.

NOKTA KAYNAK POTANSIYELI

Yontemin gravitede uygulanabilirligini ispatlamak
amaciyla, ilk olarak nokta kaynak potansiyeli ve tiirev-
leri, Newton potansiyel bagintisindan analitik olarak he-
saplanmigtir (Sekil 4a, Sa, 6a, 7a, 8a, 9a, 10a, 11a, 12a)

X
»oa

o6 106 300 100 954 1100 1100 1500 1700 1400 1100 2300 1%39
T Ty =TT

00 rrrrr\'
300

&;LAL

L 3.0

-

1300

- 2100

‘eon

1.00
1500 17.00 1090 1109 1300 73.00

0 700

900 11.00 1308

(a)

Lkl L (S
106 100 300 7.00 900 1100 1300 1300 1700 150 2160 240

(6)

Sekil 4.
edilen (Isleg boyu: 25x25)
Figure 4.

bert t ransformation (Operator length: 25x25)

Gravite nokta kaynak potansiyelinin g, yatay tiirevi. a) Analitik olarak hesaplanan, b) 3-B Hilbert déniigiimiinden elde

The horizontal derivative (g,) of the gravity point source potential. a) Analyticaily calculated, b) Derived from 3-D Hil-
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B8O T T T T T T TTTTTY T T 3%

4

[
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1.00 del L L

n el I P At )00
100 300 $00 700 #00 1100 1300 13.00 17.00 14.00 2).00 1300 25.00

(8)

1
mon

00 100 300 200 400 1160 1300 13.00

v/frrv‘r—r vvvvv L.
N

1700 19.04 21.00 33.00 4.00
—r +— 25.00

dw

]

(%)

Sekil 5.
edilen (Isleg boyu: 25x25)
Figure 5.

bert transformation (Operator length: 25x25)

Gravite nokta kaynak potansiyelinin g, yatay tiirevi. a) Analitik olarak hesaplanan, b) 3-B Hilbert déniigiimiinden elde

The horizontal derivative (g,) of the gravity point source potential. a) Analytically calculated, b) Derived from 3-D Hil-
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Sekil 6. Gravite nokta kaynak potansiyelinin g, diisey tiirevi. a) Analitik olarak hesaplanan, b) 3-B Hilbert déniiiimiinden elde
edilen (fsleg boyu: 25x25)

Figure 6. The vertical derivative (g,) of the gravity point source potential. a) Analytically calculated, b) Derived from 3~D Hilbert
transformation (Operator length: 25x25)
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Sekil 7. Gravite nokta kaynak potansiyelinin g,, ikinci tiirevi. a) Analitik olarak hesaplanan, b) Sayisal tiirevle ulagilan.
Figure 7.The second derivative (g,,) of the gravity point source potential. a) Analytically calculated, b) Obtained from numerical

derivation.
G= 6.67*10" cgs. (Evrensel gravitasyonel
u=af% (30) cekim sabiti),
LT

m = 1.0*10" gr (Kiitle),
zo,=d=5km (Derinlik),

Burada; Ax = Ay = 1km (Ornekleme arahigi)

dm = dxdydz,

© Veri uzunlugu: 25 km (X ve Y dogrultusunda)

r= [(xX,)" + (y-¥o) + (2-2,)'1", dir. Daha sonra nokta kaynak potansiyel verisinin g,
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Sekil

8. Gravite nokta kaynak potansiyelinin g,, ikinci tirevi. a) Analitik olarak hesaplanan, b) Sayisal tiirevle ulagilan.

Figure 8.The second derivative (g,,) of the gravity point source potential. a) Analytically calculated, b) Obtanied from numerical

derivation
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Sekil 9. Gravite nokta kaynak potansiyelinin g,, ikinci tiirevi. a) Analitik olarak hesaplanan, b) Sayisal tiirevle ulagtlan.
Figure 9. The second derivative (g,,) of the gravity point source potential. a) Analytically calculated, b) Obtained from numerical

derivation.

¢ekim ifadesine, 3—-B Hilbert doniigiimii uygulanarak 61-
¢lilemeyen birinci (g,, g,) ve ikinci (g, Eyy» Eyy» E2y» 822)

bilesenler elde edilmistir.
Nokta kaynak potansiyeli i¢in elde edilen;
- 8x 8y 8, bilegenleri, Sekil 4b, 5b ve 6b’de

~ Bxw Bxy = Byx» 8yy Dilesenleri, §ekil 7b, 8b ve
9b’de,

= 8 sy V€ g, bilesenleri, Sekil 10b, 11b ve
12b’de verilmektedir.

Gravite potansiyelinin ikinci diigey tiirevi olan g,,
bileseni analitik olarak, Hilbert déniisiimii ve Laplace
diferansiyel denklemi kullanilarak hesaplanmigtir. Bun-
lar sirasiyla Sekil 12a, b, ¢’de verilmektedir. Sozkonusu
sekiller karsilagtinlldiginda, benzer olduklari, yalmzca
genlik degerlerinde bazi farkhiliklarin bulundugu goriil-
mektedir.






