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ENINE YON BAGIMSIZ ORTAMDA DALGA YAYILIMI

Wave Propagation in Transversely Isotropic Media

Selma KADIOGLU'

OZET

Bu ¢alismada, iki boyutlu enine yén bagimsiz
bir ortamda (EY ortam; transversely isotropic media;
TI medium) dalga yayilimi irdelenmistir. Once EY
ortam tanimlanmig sonra iki boyutlu ortam igin
hareket denklemleri ¢ikartilmistir. Dalga yayiliminin
hesaplanmas: i¢in sayisal hesaplama yontemi
gelistirilmistir. Hiz ve dalga cephesi egrileri igin
temel yaklasimlar incelenmistir. Son  olarak
gelistirilen hesaplama yo6ntemi ile EY ortamda dalga
yayilimi hesaplanmasinin yapildigi iki uygulama

sunulmugtur,

ABSTRACT

In this study, wave propagation has been
considered in two-dimensional transversely isotropic
media (TI media). Firstly, transversely isotropic
media has been defined. Then equations of motion
for two-dimensional case have been derived. A
numerical algorithm has been developed for
computation of the wave propagation. Some basic
concepts about velocity and wave front curves have
been reviewed. Finally two applications of the
numerical computation of the wave propagation in

transversely isotropic media have been presented.

GIRIS

Yon bagimh (anisotropic) ortam, hizin yayilma
yonityle degigmesi olarak tanimlanir. Yoén bagiml
ortamlar birka¢ c¢esit simetriye sahip olabilirler.
Simetriklik 6zelliklerine gore y6n bagimli ortamlarin
herbiri farkhh dalga yayilim karakterine sahiptirler
(Fagin, 1998; Helbig, 1994). Bunlardan en yaygin olam
enine yon bagimsiz ortamdir (EY ortam; transversely
isotropic media; TI media). EY ortam bir simetri
eksenine sahiptir. Bu simetriklik bir eksen etrafinda
koordinat ekseninin rotasyonu durumunda elastik
katsayilarin degismemesi anlamindadir (Helbig, 1994).

Bir EY ortamin tanimlanmas: igin C€,;, C;5, Cy3,

Cq; ve C4, olmak lizere bes adet elastisite katsayismin

tanimlanmas: gerekmektedir (Payton, 1983). Yine bu
standart gosterime alternatif bir gosterim Thomsen
(1986) tarafindan gelistirilmis ve “Thomsen yon bagim
(anisotropi) parametreleri” olarak adlandirilmistir.
Bunlar sirastyla diisey P ve S dalgalarinin hizlan &,

B, SHdalga hizini belirleyen ¥ ve anizotropi
parametreleri €, O ( Thomsen, 1986) dur.
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Bu ¢alisgmada EY ortamda dalga yayilimi
irdelenmigtir. Bunmun i¢in sayisal hesaplama ydntemi
gelistirilmistir. Uygulama olarak Thomsen (1986)’ dan
elastisite katsayilann alinan iki 6émek i¢in hiz ve dalga
cephesi egrileri ve yerdegistirme bilegenleri hesaplanip
bir ¢ zamanindaki durumu goriintitfenmistir.

ENINE YON BAGIMSIZ (EY) ORTAMIN
TANIMLANMASI

Tekdiize olmayan (heterogen), yon bagimh
(anisotropic) bir ortam genellestirilmis Hook kanunu ile

tanimlanur:

O, =Ciuly i, J,k,1=123. ¢))

Burada O (X,t) ve €, (x,t) sirastyla gerilme

(stress) ve yamulma (strain) tansorleridir, Ciu (X)
dordiincti diizen tansor bilegenleri, ortamin elastisiteleri
olarak tanimlanir. X konum vektoriinii, 7 ise zamani

tanimlar.

EY ortamda gerilme-yamulma iliskisini elde etmek
i¢in burada literatiirde ortak kullanilan kisaltilmig matris
gosterimi  kullanilmaktadir. Buna gore elastisiteyi

tanimlayan alt indis ¢ifti uygun bir diizenekle

(11)—>1(22)>2,(33)>3,(23)= @
(32)—4,(31)=(13)—5,(12)=(21)— 6,

seklinde tek bir say: ile tammlamir. Bu gosterimi
kuflanarak simetri ekseni z ekseni olan EY katida

gerilme-yamulma iliskisi

oy ] [encercs 0 0 0 Tey |

Oy CpCy ¢z 0 0 0 fey

O |_|Cs € O 0 0 0 ey 3
0, 0 0 0 ¢ O 0 |2,

(o 0 0 0 0 cyu O |2,

10, ] [0 0 0 0 0 c4|2e, |

olarak verilir (Thomsen, 1986; Payton, 1983). Burada
ce = (€, — €1 )/2 dir. Bu baginti (3) denklemindeki

bes bagimsiz elastisite katsayismin uzaya bagimh

olabilecegini gostermektedir.

iKi BOYUTLU EY ORTAMDA HAREKET
DENKLEMLERI

Yatay eksen X ve diisey eksen Z olarak
tanunlandiinda iki boyuttu gerilme-yamulma iligkisi

O« oy 3 0 e,
O, =l 30 [e, | (4)
o, 0 0 cyl?2e,

olarak bulunur. Burada iki boyutlu EY ortam igin
bagimsiz elastisite katsayr sayismin doérde indigi

goriilmektedir.

Dalga yayihimi, gerilme-yamulma iligkisine bagh
olan momentum korunumuna dayanmaktadir. Siirekli
bir ortamda dogrusallastiriimis hareket denklemi

pii =V.o+f, )

ile tanimlanir. Burada ﬁ(X,t ) yerdegistirme alaninin
zamana gore ikinci tiirevini, G(X,t )gerilme tansoriini,
f (X,f ) cisim kuvvetlerini, p(x) yogunlugu ve X

konum vektorilnit tanimlamaktadir. ki boyutlu durumda
(5) denklemi

do_ do
hd - XX XZ 6.
o T +fo (6.2)
pﬁz = agxxz +?§_zz_+ fz’ (6b)

olur. Burada #, ve u, yer deistirme alan

bilesenlerinin zamana gore ikinci tirevieri, f. ve f,

cisim kuvveti bilesenleridir. Yine iki boyutlu ortamda
yamulma-yer degistirme iligkini (Lay ve Wallace, 1995)

veren
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€; = (ui,j Tu;, )/2’ Q)

ij
ifadesi kullanilarak sirasiyla

u ——a—c —ai+c ai+
px‘ax WG

(8.a)
9 c o, +ai +f
oz| ¥l 9z  ox x
il = 0 (c ou, . au,)
z — S| Y134 33 .
0z ox 0z (8.b)

+ 9 c ou, + 9y +f,
x| ¥ 9z ox #
elde edilir. (8) denklemleri y6n bagmmsiz (isotrop) ortam

igin tammlandiginda ¢, =¢;; =A+2U, C3 = A

ve C4y = MU olur (Thomsen, 1986). Burada A ve u

lame sabitleridir.

Sayisal ¢dziim i¢in, bu denklemler

U=MU+F, ©)

seklinde birinci diizen denklem ciftine doniistiiriilebilir.

Burada

(10)

ile tamimlanan 6zel isleg (operator) matrisidir. M

bilesenleri ise

1({0 d 0 0
M, =;(acug+5gc44 52'} (11.2)
1(0 0 0 0
M, =— —c¢,—+—cC,, — | 11.b)
& p(axc”az azc““ax) (

1(0 0 4 d
M, =;(5;C44£+£C13 a—x} (1l.c)
1{a d d d
M. =—| —¢c. —4—"¢c..— (11.d)
a2 p( % Caa ox | oz Cy az}
dir. Yerdegistirme ve cisim kuvvet dizileri ise
U’ :[ux,uz,ux,uzl (12)
FT=[00,1,/p.f./p} (13)

ile tanimlanabilir. Ek A’ da isle¢ matrisinin tekil

degerlerinin bulunusu verilmektedir.

HIZ EGRISI
EY ortam i¢in normal egri bilesenleri
p=Rx(9)cosO ve q=Ri(9)sin9, (14

ile tanimlanmaktadir (Payton, 1983). Burada

(15)

B(0)+ B*(0)-44(9)" )“
24(8) '

Ri@)=(
ve

A(6)=crcosf +ycos®Osin® 0 + Bsin* 6, (16.a)
B(O)= (o +1)cos’> 0 + (B +1)sin> 6, (16.b)

dir (Payton, 1983). Burada 6 ismnn yayilma agisidr.

(16) denklemlerindeki &, 3 ve ¥ sirastyla
A=Cy/Cass (17.2)

B=c,/cu, (17.b)
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ve

y=1+a:3_(c13/c44 +1)2’ (17.¢)

dir. Hiz egrisi, normal egrinin tersi olarak tanimlanir ve

bilesenleri
V.=V (8)sin6, (18.)
Vzi=Vi(0)cost9, (18.b)

denklemleri ile  tamimlanmaktadir (Payton, 1983).

Burada
V
V+(0)=——, (19
©) R+(p) )
ve
V.= (C44/ p )1/2’ 20)

dir. VS ,dilsey ve yatay tam (pure) enine (transverse)

dalga hizina uygun, EY ortamin referans dalga hizidir
(Postma, 1955).

Hiz egrileri (18) denklemlerinden de anlasilacagi

gibi iki bolimden olusmaktadir ve

v.0)<Vv_(0) 1)

dir. (Payton, 1983). Eksi isaret ile tantmlanmis hiz egrisi
quasi-boyuna kipi (quasi-longitudinal mod), Art1
isaretlisi ise quasi-enine kipi (quasi-transverse mod)
tamimlamaktadir. Bu kiplere uygun yerdegistirme
genlikleri her zaman ortogonaldir. Ancak ydénbagimsiz
katidaki gibi dalga cephesi ile eslesmis veya dik
degildir. Sismolojide bu kipler P ve SV dalga
cephelerini temsil etmektedirler. Fakat gergekte dalgalar
sadece enine yon bagimsiz katmmm simetri ekseni

V,=(c,/p)? ile birlestiginde veya yayima ydnil
v, =(c,/ p)"*” ye dik oldugunda tam makaslama (pure

shear) veya tam basm¢ (pure compressional)

dalgalaridir (Postma, 1955).

DALGA CEPHESI EGRISi

Dalga cephesi egrisi, verilen bir ¢ zamamnda

diizlem dalgalarin zarflanmas: ile olugturulur ve

e
= Viicosd 200cos* @ +ysin’ @
2A
(22.2)
sin” O(k, cos’ 6 — k, sin> 6)
B (B> -44)" ’
+ 15 |
y= Y E2sind 2Bsin’ 0 +y cos* 0
24 (22.b)

cos’ G(kI cos’ 6 —k, sin’ 9)
=

i

seklinde iki boliimden olusur (Payton, 1983). Burada
k, =2a(B+1)+y(a+1) ve

k, =2Bla+1)-y(B +1)

Enine y6n bagimsiz materyallerde normal ve dalga
cephesi egrileri biikiim noktalarinin yerine gore veya
egrilerin tegetlerinin birlestigi yere gore simiflandinlirlar
(Payton, 1983).

Hiz ve dalga cepheleri arasinda basit bir uyum
yoktur. Burada V + hiz, k(G)dalga cephesi egrisine

normal olan dalga sayist vektorii boyunca dalga

cephesinin ilerleme hizint tespit etmektedir. Bu egri

iizerinde verilen bir P(xo,zo) nokta i¢in hiz egrisini
kesen ve k vektorii yoniine paralel orjinden gegen bir
hat boyunca uygun Q(on ,vZO) noktas: bulunur

(Postma, 1955).



Enine Yén Bagimsiz Ortamda Dalga Yayilimi 87

UYGULAMALAR

Burada Thomsen (1986)’ in farkli ¢ahgmalardan
alip derledigi gesitli yerlerdeki sedimanter kayaglara ait
Olgtilmiiy yon bagmlilikk (anisotropic) 6zellikleri
tablosundan se¢ilen Mesaverde killi seyl ve Mesaverde
kalkerli kumtag: kullanilmigtir. Uygulamalarda bu iki
materyale ait hiz egrileri, dalga cephesi egrileri ve belli
bir ¢ zamani igin sismik dalga yayilimi hesaplanmis ve
sonuglar goriintillenmistir.

Hesaplamalar i¢in ortam 165x165 lik bir alanda ve
grid arahgt DX = DZ =20m olarak tammlanmgtir.
Hareket z yoniinde, tanimlanan alanin merkezinde, bir
nokta kaynak tarafindan olusturulmustur. Kaynak

fonksiyonu
2 2
S(t)= 3 n) cosaf, (t—1,) (23)

olarak tanimlanmistir. Burada f, = 50Hz ve kaynak

gecikme zamant ¢, = 60msn dir.

Elastisite katsayilan; basing ve diisey makaslama
hizlar sirasiyla ¢, ,30, yogunluk O, yon bagimlilik

degistirgen (parameter) degerleri € ve 0 Thomsen
(1986) tarafindan yaymlanmig verilerden yararlanilarak
hesaplanmigtir. Buna goére Mesaverde killi- seyl igin
a, =3794m/s, B, =2074m/s, €=0.189,
8 =0.204 ve p=2.560g/cm® dir. Yine Mesaverde
kalkerli kumtasi igin o, =5460m/s, B, =3219m/s,

€ =10.000, § =-0.264 ve p =2.690g/cm* dir.
Elastisite katsayilari

cy =QLP, (24.2)

Cas = Be P> (24.b)
€ =y (26 +1), (24.)
ve

€y = (2(‘)'c33 (Cy =Coa )+ (Cps ~cos ) )'/2 —Cyy, 24.9)
bagintilar1 yardimiyla hesaplanir. Mesaverde killi seyl
igin

¢, =66.6GPa, ¢, =394GPa, c;; =39.9GPa ve
¢y =10.9GPa

olarak bulunur. Mesaverde kalkerli kumtagt igin ise

¢, =80.2GPa, c,; =-5.0GPa, c;; =80.2GPa ve

€4 =27.9GPa

olarak bulunur.

Sekil 1. sirasiyla Mesaverde killi seyl’e ve
Mesaverde kalkerli kumtas® na ait hiz egrilerini

gostermektedir.

Sekil 2. sirasiyla Mesaverde killi seyl’e ve
Mesaverde kalkerli kumtast’ na ait dalga cephesi

egrilerini gostermektedir.

Sekil 3. Mesaverde killi seyl ve Mesaverde kalkerli
kumtasi i¢in diisey bir kuvvetten dolayr u, yatay

yerdegistirme bileseninin ¢ =0.32s’deki durumunu
gortintiilemektedir. Yine Sekil 4. Mesaverde killi seyl
ve Mesaverde kalkerli kumtasi igin diisey bir kuvvetten
dolay1 u diisey  yerdegistirme  bileseninin

b4

t = 0.32s’deki durumunu goriintiilemektedir.
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Sekil 1. Hiz erileri (£ =0.32s igin). a) Mesaverde killi seyl. b) Mesaverde kalkerli kumtag. igteki egri yaklasik
enine kipi, distaki egri yaklagik boyuna kipi gostermektedir.

Figure 1. Velocity curves (for t =0.32s). a) Shale with clay in Mesaver b) Sandstone with calcerous in Mesaver.
Inside of the curve displays approximate transverse modal, outside of the curve displays approximate
steadily modal.



Sekil 2.

Figure 2.
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Dalga cephesi egrileri (¢ = 0.32s igin). a) Mesaverde killi seyl. b) Mesaverde kalkerli kumtasi. igteki egri
yaklasik enine kipi, distaki egri yaklasik boyuna kipi gostermektedir.

Wavefront curves (for t =(0.32s). a) Shale with clay in Mesaver b) Sandstone with calcerous in Mesaver.
Inside of the curve displays approximate transverse modal, outside of the curve displays approximate
steadily modal.
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SONUCLAR

Bu calismada iki boyutlu enine ydn bagimsiz bir
ortamda dalga yayilimi hesaplamalan {izerinde duruldu.
Hesaplanan dalga cepheleri goreceli dalga cepheleri
tarafindan (tretilmis karakteristikleri gdsterdi. Burada
kullanilan sayisal hesaplama analitik ¢6ziimler ¢ok
karmagik oldugu veya bilinmedigi zaman elastodinamik
¢Oziimleri kararlastimada ¢ok onemli olabilir. Bu
sayisal hesaplama yontemi farkl: simetriye sahip
materyaller igin dalga . yayilim hesaplamalarina

kolaylikla doniistiiriilebilir.
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EKA

ENINE YON BAGIMSIZ BIR KATI iCiN
ISLEC MATRIiSININ TEKIL
DEGERLERININ VE R’ NiN BULUNMASI

(9) denkleminin diizlem dalga ¢6ziimii
U — eri(wl-k.x), (Al)

oldugu kabul edilir (Payton, 1983). Burada w agisal
frekansi, k dalga sayisini ve X konum vektorinii
tanimlamaktadir. Sabit elastisite katsayilar1 ve yogunluk
degerleri oldugu kabul edildiginde ve kaynak terimi sifir
alindiginda, (A.1) ifadesi (9)’da yerine konuldugunda

0 0 1 0
0 0 0 1

wl =| ~ -~ U, (A2)
M, M, 0 0
My, M, 0 0

elde edilir. Burada M bilesenleri

2 2
M, = _M, (A.3a)

P
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~ ~ + k
M32 =M“ — _(CIS C44 y(x 2 , (A3b)
o}
2 2
M, = _ Cusky ¥ ouk; ;C”k‘ , (A.3c)

ile verilir. (A.2) denklemi A, =iw, i=1234.

tekildegerleri i¢in tekil deger denklemini diizenler. Buna -

gore (A.2) denkleminin karakteristigi
4 " 7 " A 2
/1:' —(M31jM42}3.i "; (A.4)
(M31M42 -M, M, )= 0,
ile verilir.
EY bir kat igin  €;,C55,Ch >0 ve
lcis + Caa] < ((Cu1Cs )7* + Cug ) di (Payton, 1983). Bu

B=-(i, +M,)>0.

C= (Mmlqn —M41M32)>0 ve B*-4C>0
oldugunu sartlarda (A.4)

denkleminin kokleri, yani tekil degerleri

gostermektedir. Bu

lﬁ31+1ﬁ42[+

4]

_ N -~ Y22 (A.5a)
[(M3I _M42)2 +4M41M32] :f ’
A, =-4, (A.5b)
i [~ ~
Ay "_‘_DMa +M42l"
2
(A.5¢)

Ay =4, (A.5d)

olarak bulunur. Yo6n bagimsiz bir ortam igin (A.3)

denklemleri

2 2
M3,=—(A+2”y(*+“k1, (A.62)
o
~ ~ A+ k
M32 :M41 =_('u¢’ (A.6b)
p

2 2

i, = -t +('1p+ 2uk; (A.6¢)

olur. Bu denklemlerin (A.5) denklemlerinde yerine

konulmasi ile

A= { ﬂ)(kf +k? )"", A, =—4], (A.7a)
p

A= { ﬁ](kj k2 A=A, (A.7b)
p

elde edilir. Burada birinci ve ikinci tekil deger degerleri
boyuna (longitudinal) dalga yayilimna, iglincii ve
dordiincii tekil deger degerleri makaslama (shear) dalga
yayilimna uygundur. Bu degerler daginim (dispertion)

iligkisini tammlamaktadirlar. Buna gore

w=v (k2 +k2)", (A.82)
ve
w=vs(kf +kf)'/2, (A.8b)

dir. Boyuna ve makaslama dalgalan icin sirasiyla
v, =,/,u/p ve V, = 1/#/[) dur.

Benzer sekilde EY kati igin A, =iw ve A, =iw
dagimm  iligkisini tanimlamaktadir. Dalga sayisi

ifadesinin degistirgen hali






